68 2000-2001 7. PROGRAMKONSTRUKCIOK

7.4. A programkonstrukciok és a kiszamithatosag

Ebben az alfejezetben kis kitér6t tesziink a kiszamithatosag-elmélet felé, és megmu-
tatjuk, hogy az imént bevezetett harom programkonstrukcié segitségével minden — el-
méletileg megoldhat6 — feladatot meg tudunk oldani. Ehhez kapcsolatot Iétesitiink a
kiszamithat6 fliggvények és a “j6l konstrualt” programok kozott.

7.4.1. Parcidlis rekurziv fuggvények

A Church tézis szerint a kiszamithaté fliggvények halmaza megegyezik a parcialis re-
kurziv fuggvények halmazaval. A kiszamithat6sag ezen modelljében csak f € N™ —
N tipusu fliggvények szerepelnek. El8szor az alapfiiggvényeket definialjuk:

e suc:N—>N, VzeN
suc(z) =z +1,
evneNy: "N 9N, VY(zy,...,2,) € N

cgn)(:cl,...,:cn) =1,

eVneN:Vie[ln]: pri™:N' SN V(z1,...,2,) € N:

i

T1yeneyTp) = Tje
A tovabbiakban definialunk néhany elemi fliggvény-operatort:

Kompozicio Legyen f € N® — N ésg € N* — N¢. Az f és g kompozicidja az
alabbi fuggvény:

gofeN” Nk, Dgof = {.’L‘ S Df | f(.'L') S Dg}éSV.CL' S Dgof:
(go f)(z) = g(f(z))-

\Vegyiik észre, hogy ez az operator megegyezik az alapfogalmaknal bevezetett re-
laciok kozotti kompozicidval (tulajdonképpen a szigort kompozicidval, de fiigg-
vények esetén ez a kettd azonos).

Unié Legyen k € N rogzitett, és Vi € [1..k] : f; € N™ — N E fuggvények
unioja (fi, fo,---, fx) € N = Nt x oo X N* Dig o ry = _(_k]lDfi és
Ve € Dy fo,.. . f2): -
(fi, f2r-- 5 fo) (@) = (fi(®), ..., fr(2)).

Rekurzi6 Legyen n rogzitett, f € N* — Nésg € N**2 — N. Az f fluggvény g
szerinti rekurzidja o(f, g) € N**! - N, és

Q(f:g)($17"'7$n71) = f('rl;---;xn);
Q(f,g)(ml;,mn,k+1) = g($1,...,xn,k,g(f,g)(l'1,...,mn,k))-

A fuggvényhez hasonldan rekurzivan definialhatnank ennek a fliggvénynek az
értelmezési tartomanyat, de ez kivil esik a jelenlegi vizsgalodasunk korén. Ezért
csak azt mondjuk, hogy az értelmezési tartomany azon pontok halmaza, ahonnét
kiindulva a fenti rekurzié elvégezhet®.
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p-operator Legyen f € N**1 — N. A p-operatort erre a fiiggvényre alkalmazva
azta u(f) € N* — N fliggvényt kapjuk, amelyre D,y = {(z1,...,%,) €
N |3y eN: f(z1,...,2n,y) =1AVi€ [l.y—1]: (z1,...,2n,%) € Dy},
és V(.?Il, e ,.’L‘n) € DM(f):

mu(f)(@1,. .. xn) =minfy | f(z1, ..., 2n,y) = 1}

A fenti alapfiiggvények és a bevezetett operatorok segitségvel mar definialhat6 a
parcialis rekurziv flggvények halmaza.

28. DEFINICIO: PARCIALIS REKURZIV FUGGVENY
Az f : N® — N*(n,m € N) figgvény akkor és csak akkor parcialis rekurziv,
ha az alabbiak egyike teljesdil:
e f az alapfiiggvények valamelyike

o f kifejezhet6 a fenti operatorok parcialis rekurziv fiiggvényekre torténd
alkalmazasaval.

7.4.2. A parcidlis rekurziv fuggvények kiszamitasa

Ahhoz, hogy a fenti fiiggvényeket kiszamitod programokat tudjunk adni, definialnunk
kell az ilyen fliggvények altal meghatarozott feladatot. Legyen f : N™ — N" egy
tetsz6leges fliggvény (m, n rogzitett). Az f altal meghatarozott feladat specifikéciéja:

A=Nx...x N x N x...x N

T ITm n Ym
B=Nx...x N
zy Ty

Q:(x1=2{ AN Nepm =2, N(Z1,...,Zm) € Dy)

R: (Q/\(y177yn) Zf(m;_7)mlrn))

Most megmutatjuk, hogy minden parcialis rekurziv fliggvény altal meghatarozott
feladat megoldhat6 “jél konstrualt” programmal (jol konstruéltnak tekintiink egy pro-
gramot, ha elemi programokbdl a fenti harom konstrukci6val megkaphat6). A bizonyi-
tashoz csak annyit kell feltételezniink, hogy az alapfiiggvények kiszamithaték (megen-
gedett) elemi programokkal.

A fenti feltételezést felhasznalva elegendd azt megmutatni, hogy az elemi
fuggvény-operatorok (kompozicio, unio, rekurzid, u-operator) kiszamithatok jol konst-
rualt programokkal.

Kompozicio

Legyen f € N® — N" ésg € N* — NF. Ekkor az g o f altal meghatéarozott feladat
specifikacidja:
A=Nx...x N x Nx...x N

T T U1 Yk
B=Nx...x N
) Ty
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Q: (i =2\ N ANem =2, ANZ1,...,Zm) € Dyoy)
R:(QAW1,---,yn) = (90 f)(a1,-.,20))

Jel6ljik 21, .. .,2, := f(z1,...,T,)-mel azt a programot, amely kiszdmitja f-et,
és hasonléan y, ..., yx := g(z1,...,2,)-nel azt, amelyik kiszdmitja g-t. Tegyuk fel,
hogy ez a két program vagy elemi értékadas, vagy jol konstruélt program. Ebben az
esetben a két program szekvencidja kiszamitja g o f-et, azaz megoldja a fent speci-
fikalt feladatot. Legyen @' a masodik program R utéfeltételhez tartozé leggyengébb
eléfeltétele:

QIZ(QAQ(Zl,...,Zn) :(gof)(xlla'--amlm)/\(zla---azn) EDQ)

Most vizsgaljuk meg az els6 program ezen ()’ utdfeltételhez tartozé leggyengébb el6-
feltételét:

lf(zla"'7zn = f(.Z’l,...,Z'm),QI) =(Q/\g(f(w1,,a:m)) =
(go f)(=h,. ...,z ) A f(z1,...,2m) € Dg A (x1,-..,Zm) € Dy)

Konnyen lathatd, hogy ez a leggyengébb el&feltétel kbvetkezik Q-bél, és igy a szek-
vencia levezetési szabalya és a specifikacio tételének alkalmazasaval belattuk, hogy
a

2yorn = (@1, Tm)

Yi,--- Yk = g(z17"'7zn)

program megoldja a fent specifikalt feladatot, azaz kiszamitja f és g kompozicigjat.

Unio

Legyen k € N rogzitett, és Vi € [1..k] : f; € N™ — Nm. Ekkor az e fiiggvények
unidja altal meghatarozott feladat specifikacioja:

A= N x...x N x

I1 Im
x N x...x N
yll y1n1

x N x...x N

Yk1 Ykny,
B=Nx...x N
Ty To,

Q:(@=2yN AN =2, AMT1,..,2Zm) € D(sy,. 1))

R:(QA(yi1s--->Y1p, “‘ykl"“ﬂyknk) =(f1,-- 5 fe)(@l, - 2h,)

Tegylk fel, hogy a komponens fliggvények kiszamithatok jol konstruélt prog-
rammal, vagy elemi értékadassal. Jelolje y;y,...,yi,, = fi(z1,...,2m) az i-edik
fuggvényt (1 < i < k) kiszdmito programot. Ekkor ezeknek a programoknak a szek-
vencidja megoldja a fenti feladatot. Legyen Q) a k-adik program R utéfeltételhez
tartozo leggyengébb el6feltételét:

Qk : (Q A (ylla' .- 7y1n1 .- 'yk—117" '7yk—1nk_17fk($17' 7-'Em)) =

(fi,-- 5 )@, .- @) A (@1, ., 2m) € D)
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Tovabba minden ¢ € [1..k — 1] esetén jel6lje Q; az i-edik program @;41-hez tartozd
leggyengébb el6feltételét. Konnyen lathatd, hogy az értékadas leggyengébb el6feltéte-
lére vonatkozd szabalyt alkalmazva:
Q1: QA (filzr, - zm), - fro(@y, - 2m)) = (fr, - o) (@1, 2n)A
(®1,...,%m) €EDgy A---A(1,...,2Zm) € Dy,)

Ha most Q-t és @ -et dsszehasonlitjuk, észrevehetjiik, hogy megegyeznek. A szekven-
cia levezetési szabalya és a specifikacio tétele alapjan a

Yi115---5Y1p, = fl(wl;---;xm)

ykl)"'ayknk = fk(mla"'amWL)

program megoldasa a fent specifikalt feladatnak, azaz kiszamitja ( f1, . . ., fx)-t.

Rekurzié

Legyen n rogzitett, f € N* — Nés g € N**2 — N. Tegyik fel, hogy mindket-
ten kiszamithatok jol konstrualt programokkal vagy egyszer(i értékadasokkal. Az f
fuggvény g szerinti rekurzija altal meghatarozott feladat specifikécioja:

A=Nx...x N x N

z1 Tn41 Y
B=N x...x N
iy Thnt1
Q : (.’L‘l = .73'1 N ANZpyr = .CU;H_I A (.’L‘l, - 7$n+1) € Dg(f,g))
R: (Q ANy = Q(f:g)(xlla' .- ;$’n+1))
Jelolje az f-et és a g-t kiszamito programot y := f(z1,...,z,) illetve y =
g(z1,...,Tny2). Oldjuk meg a feladatot egy olyan ciklussal, amelynek invarians tu-
lajdonsaga:

P:(QAk€[Lani] Ay = o(f,9) (@ 20, k))

A ciklus levezetési szabalyat vizsgalva azt talaljuk, hogy @-bdl nem koévetkezik P.
Ezért adunk egy olyan Q' feltételt, amelybdl mar kévetkezik P, és adunk egy progra-
mot, amely @-bél Q’'-be jut (igy a megoldéprogram egy szekvencia lesz, amelynek
masodik része egy ciklus). Legyen @' az alabbi:

P:(QAk=1Ay= f(z1,...,2n))

Ezak,y := 1, f(z1,...,2,) SZimultan értékadassal elérhetd. Az értékadas leg-
gyengébb el6feltételére vonatkozd szabaly felhasznalasaval konnyen lathatd, hogy az
kdvetkezik Q-hol.

A ciklus levezetési szabdlydnak masodik pontja alapjan a ciklusfeltétel k& # z,,1
lesz.

A harmadik pontnak megfelel&en valasszuk a t = z,,.1 — k kifejezést terminald
fliggvénynek.

Az 6todik pont azt irja le, hogy az imént definialt terminal6 fligvény értékének a
ciklusmagban csékkennie kell. Ez elérhet6 a k eggyel val6é novelésével.



72 2000-2001 7. PROGRAMKONSTRUKCIOK

A négyes pont kielégitéséhez vizsgaljuk meg, hogy mi lesz a leggyengébb el6fel-
tétele a k-t noveld értékadasnak a P-re vonatkozéan.

Q'=Ilf(k:=k+1,P) = (QAk+1€[l.zpu] A
y:Q(f,g)($11,--.,$;l,k+1))-

Most méar — a szekvencia levezetési szabalya alapjan — csak egy olyan programot kell
talalnunk, amelyre P A (k # x,41) = 1f(S,Q"). Ez a program a rekurzi6 definicié-
jahoz illeszkedden épp y := g(x1,. .., Zn, k,y) lesz.

by aszekvencia és a ciklus levezetés szabélya valamint a specifikacio tétele garan-
talja, hogy a

kay = ].,f(ilfl,...,fb'n)
k # Tny1
Y= g(xly-"7mn7k7y)
k=k+1

program megoldja a o(f, g) &ltal meghatarozott feladatot, azaz kiszamitja f g szerinti
rekurziojat.
u-operator

Legyen f € N*+*1 — N, és tegyilk fel, hogy f kiszamithat6 egyszer(i értékadassal
vagy jol konstrudlt programmal. Tekintsiik a u(f) altal meghatarozott feladatot:

A=Nx...x N x N

1 Tn Y
B=Nx...x N

Q:(xr =2\ AN ANzpy =2, AN21,...,Zng1) € Dy(yp))

R: (Q/\y =N(f)($'177$'n))

Jeldlje z := f(z1,...,%n, Tns1) az f-et kiszdmitod programot. Oldjuk meg a fela-
datot egy olyan ciklussal, melynek invariansa:

P:(QAz=f(z1,...,2n,y) AVie[l.y—1]: f(z1,...,2n,1) #1)

Az invaridns a z,y = f(z1,...,Tn,1),1 szimultdn értékadassal teljesithetd.

Kénnyen lathat6, hogy ennek a programnak a P-re vonatkoz6 leggyengébb el6felté-
tele

lf(z,y:=f(a:1,...,xn,1),1;P) = (Q/\f(-z'l,---;l'n;l)=f($1,---;$n;1)
AYiel.1-1): f(z1,...,2n,%) #1)

kovetkezik Q-bdl. A ciklus levezetési szabalyanak masodik pontja alapjan a ciklusfel-
tétel z # 1 lesz.

A feladat el6feltétele garantdlja, hogy van olyan m € N szam, amelyre
f(x1,...,2,,m) = 1 fenndll. Legyen N egy ilyen tulajdonsagu, rogzitett termé-
szetes szam. Ennek az értéknek a segitségével definidlhatjuk a terminal6 fliggvényt:
t = N — y. Ez kielégiti a levezetés szabaly harmadik pontjat.

Az 6tédik pont megkivanja, hogy a terminalé fliggvény a ciklusmag lefutasa soran
csdkkenjen. Ezt elérhetjik y eggyel valé ndvelésével.
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A negyedik pont teljesitéséhez legyen Q' ennek a ndvelésnek a P-re vonatkozd
leggyengébb el&feltétele:

Q:(QANz=f(z1,...;xn,y+ 1) AVi€[ly —1]: f(z1,...,Zn,7) #1)
Most mér csak talalnunk kell egy programota P A (2 # 1) és Q' allitdsok kozé. A
z:= f(x1,...,%n,y + 1) értékadasra teljesil, hogy

PA(z#1)=1f(z:= f(z1,...,70,y + 1),Q").

A specifikacid tétele, valamint a ciklus és a szekvencia levezetési szabalya garantalja,
hogy a

zZ,Y = f(-'lfl,---;mn:l):l
z#1
z:= f(®1,..., T,y +1)
y:=y+1

program megoldja a u( f) altal meghatarozott feladatot, azaz kiszamitja u(f)-et.

7.4.3. Kovetkezmény

Az el6z6ekben megmutattuk, hogy ha az alapfliggvények kiszamithatok egyszer(i ér-
tékadassal, akkor a bel6lik — a parcidlis rekurziv fliggvényeknél megengedett — ope-
ratorokkal felépitett fliggvények kiszamithatok jol konstrualt programokkal. A Church
tézis szerint a kiszamithato fliggvények halmaza megegyezik a parcialis rekurziv fligg-
vények halmazaval. Ezek alapjan kimondhatjuk az alabbi tételt:

17. TETEL: STRUKTURALT PROGRAMOZAS ES KISZAMITHATOSAG 7
Minden kiszamithato fliggvény kiszamithato egy joél konstrualt programmal. S

7.4.4. Relaciok

Eljutvan az el6z6 tételhez, forditsuk most figyelmiinket a relaciok felé. Ahhoz, hogy a
relaciok kiszamithatésagat megvizsgalhassuk, definialnunk kell a kiszamithato reléacié
fogalmat.

29. DEFINICIO: REKURZIVAN FELSOROLHATO RELACIO @
Legyen R C N¥ x N* tetszGleges relacio. R akkor és csak akkor rekurzivan C
felsorolhat6, ha van olyan f € N** — N parcialis rekurziv fliggvény, amelynek
értelmezési tartomanyara: Dy = R.

A kiszdmithatdsag-elmélethez igazodva, a tovabbiakban csak rekurzivan felsorol-
hato relaciokkal fogunk foglalkozni. Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy minden kisza-
mithato (rekurzivan felsorolhat6) feladat — emlékezziink, hogy minden feladat egy rela-
ci6 — megoldhatd strukturalt programmal, el6szér megadjuk a rekurzivan felsorolhaté
relaciok egy masik jellemzését.

18. TETEL: KLEENE[1936] 7
Ha R egy tetsz6leges relacid, akkor az alabbi harom allitas ekvivalens: =

(1) R rekurzivan felsorolhatd
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(2) Regy f parcialis rekurziv fliggvény értékkészlete
(3) R = 0 vagy R egy ¢ rekurziv fiiggvény értékkészlete.

Ennek a tételnek a bizonyitasa lasd Ref??? konstruktiv, azaz megadja mind f, mind
pedig ¢ felépitését. Mi ezt a ¢ fiiggvényt fogjuk hasznalni a kiszamithaté feladatunk
megoldéprogramjaban.

Legyen F C N*¥ x N egy rekurzivan felsorolhatd relacid, és jelolje ¢ az el6z6
tétel konstrukciojaval kapott (totalis) rekurziv fliggvényt. Specifikaljuk a feladatot az
alabbi madon:

A =N x Nt
z Yy
B =NF¢
mI

Q:(z=2"Nz €Dp)
R:(QA(z,y) € F)
Ez a feladat megoldhat6 egy olyan ciklussal, amelynek invarians tulajdonsaga:
P:(QNieNA(z,y) = ¢(i))
A ciklus levezetési szabalyanak felhasznalasaval konnyen belathato, hogy az alabbi
program megoldasa a fenti feladatnak:

i, (2,9) == 1,¢(1)
z#£x
(z,y) == (i +1)
1:=14+1

A bizonyitasban a terminal6 fliggvény megadéasanal ugyanazt a technikéat alkalmaz-
zuk, mint a u-operétornal.
Ezzel az el6z6leg fliggvényekre kimondott tételiinket altalanosithatjuk relaciokra:

19. TETEL: STRUKTURALT PROGRAMOZAS ES KISZAMITHATO RELACIOK
Minden kiszdmithatd relacié kiszamithat6 egy jol konstrualt programmal.

Megjegyzés

Az egyetlen feltevés, amit a fenti meggondolasokban hasznaltunk az volt, hogy az
alapfuiggvények kiszamithatdak. fy aztan ezek az eredmények kiterjeszthet 6k a rela-
tive kiszamithato fiiggvények (ugyanezen operatorokkal egy tetsz&leges alaphalmazhbol
képzett fuggvények), vagy a parcialis rekurziv funkcionalok halmazara is (Ref[1, page
174)).



