Feladatok

2002. szeptember 25.

1. Halmazok

1.1. Legalabb, illetve legfeljebb hany eleme van egy m elem(i és egy n elem{ halmaz

— metszetének — egyesitésének
— Descartes szorzatanak - kiilonbségének?

1.2. fjuk felaz Ax B,Ax C,C x B, (A x B) x C, és A x B x C halmazok elemeit,ha A = {0,1}, B =

{17 273}7 C= {p; q}!

1.3. Bizonyitsd be, hogy H C A x B esetén

- (V(a,b),(c,d)e H: (a,d) e Hy& (AKCA: AILCB: H=K x L)
- ha H nem dres, akkor K és L egyértelm(i.

2. Reléacidk

2.1

2.2.

2.3.

24.

2.5.

2.6.

2.7.

Az R C{1,2,3,4,5} x {1,2,3,4,5}. R ={(1,2),(1,4),(2,1),(3,4),(3,3),(3,5),(4,5)}.
a) Mi arelacio értelmezési tartomanya és értékkészlete?
b) Determinisztikus-g, ill. fliggvény-e a relacio?
c) Mi RO0.,2., (—1). hatvanya?
d) Mia {4,5} halmaz inverz képe, ill. &sképe?
e) Hany eleme van R értékkészlete hatvdnyhalmazanak?

Milyen osszefliggés van egy H halmaz R relacio szerinti inverz képe és Gsképe kozott? Es ha R fligg-
vény?

a) R C A x A. Mivel egyenl6 R~1(A)?
b) Megadhaté-e valamilyen 6sszefliggés egy H halmaz inverz képének képe, és a H halmaz kdzott?
c¢) Megadhato-e valamilyen 6sszefliggés egy H halmaz 6sképe képe és a H halmaz kdzott?

a) R={((z,9),(z+y,y)) | z,y € N}. MiaH = {(a,b)|la,b € NAa+b < 5} halmaz inverz képe,
ill. 6sképe?

b) R = {((z,9), (= +y,9)) |,y € N} U{((z,9), (z — y,9))|z,y € N}.
Mia H = {(a,b) | a,b € NAa+ b < 5} halmaz inverz képe, ill. 8sképe?
R={((z,y),(f(z,9),y)) | z,y € N}, ahol f : Nx N = N.

Mia H = {(a,b) | a,b € NAa+ b < 5} halmaz Gsképe ill. inverz képe?

R C A x B,Q C B. Van-e valamilyen 6sszefiiggés az R~ (B \ Q) halmaz ésaz A \ (R~1(Q)) halmaz
kozott?

Készits olyan nem (res relaciot, amelyre igaz, hogy értékkészlete minden val6di részhalmazanak 6sképe
ures halmaz!



28. R C A x B,P,Q C B. Hogyan lehetne jellemezni az R~ (P U Q) és az R~!(P N Q) halmazt az
1

R
R~Y(P) és R~1(Q) halmaz segitségével?

29. Legyen F,G CNxNY ={1,2}. F = {(a,b) | blanb# 1Ab# a}.
G = {(a,b) | 2|laNa=2xb}.

GoF =? GoF=?
FD oG =2 FloG (YY) =?
(GO F)fl(Y) =7 (Go F)(*l) =9?

210. FC Ax B,G C B x C. lgaz-e, hogy
a) (GoF)=Y = F=DoGg(-1
b) VY CC: (Go F) 1 (Y)=F1oG71(Y)
¢) (GoF)Y =F-D o G@-n
d VW CC: (GoF)'(Y)=F G '(Y))
Igazak-e az a)—d) allitasok, ha G vagy F' figgvény?

2.11. Mi az dsszefliggés két relacié kompozicidjanak értelmezési tartomanya és ugyanezen két relacié szigoru
értelemben vett kompozicidjanak értelmezési tartomanya kdzott?

2.12. Legyen R a 2.1. feladatban adott relacio. f C A x L. f = {(1,4),(2,1%), (3,%), (4, h), (5,i)}. Mi f,ill.
(f o R) igazsaghalmaza?

2.13. Keszits olyan nem iires R reléciot és f logikai fliggvényt, hogy f o R igazsaghalmaza ires legyen!
214. R,Q C A x A. Igaz-e,hogy (R® Q)Y = Q(-1 o R(-1)?
2.15. R C A x A. lgaz-e, hogy (R(-1)2 = (R?)(-1)?
2.16. RC A x A. lgaz-e,hogyVH C A: R~Y(R™Y(H)) = (R>)~1(H)?
217. P,Q CNx N Q ={(a,b) | 2|la Abla A prim(b)}.

a) P={(a,b)|blanb#1Ab#a}

b) P ={(a,b) | bla}

Addmega Q(—Y,Q o P és Q ® P-trelaciot!

218. HC Ax B,GCBxC,F CC x D. Igazak-e az alabbi allitasok?

a) Haa € Dgomy N Do), @kkor G o H(a) = G © H(a).

b) Dcory € Digom)-

¢c) VaeDy||H(a))]=1)=>GoH=GOH.

d) Do =B=GoH=GOH.

e) Asszociativitas:
(FoG)oH=Fo(GoH)
(FOG)OH=FOo(GeoH)

f) QR,SCAxA QoRCS+=QVoSCR
0) QRSCAXxA QORCS«=Q-V®SCR
hy R0 = LOR®L=L,aholL=Ax A
i) Monotonitas:
RCS=>RoQCSoqQ

RCS=QORCQ0OS



2.19.

2.20.

Legyen R és () két rel&ci6 a természetes szamok halmazén! R egy természetes szamhoz rendeli 6nmagat
és a kétszeresét, () egy paros természetes szamhoz a felét.

a) fd fel a két relaciot, és add meg az értelmezési tartomanyukat!

b) fd fel az R relacié k. hatvanyat (k > 1) és ennek az értelmezési tartomanyat!

c) fd fel a Q o R rel4ciot és az értelmezési tartomanyat!

d) F=Q® R! id fel az F relaciot és az értelmezési tartomanyat!

FCAxB,GCBxC.lgaz-e, hogy:

a) D(G@F) = F_I(Dg)
b) D(gory = F~'(Dg)

3. Relacio lezartja

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.1L

3.12.

R C {1,2,3,4,5} x{1,2,3,4,5}. R = {(1,2),(1,4),(2,1),(3,4),(3,3),(3,5),(4,5)}. Milesz R
lezartja és korlatos lezartja?

PCNy xNy. P={(a,b)| blanb#1Ab+#a}. Milesz P lezartja?
Mutassunk példat olyan relaciora, aminek lezartja és korlatos lezartja kiillonb6z&!

PCZxZ

_ [ {a—-1}, haa>0
Pm)_{-wweNL haa < 0

Mi P lezartja és korlatos lezartja?

A = {17273747 5}7R g 'A X A R = {(172)7 (175)7 (27 5)7 (37 2)7 (37 4)7 (572)}
[7] = {1,2,3,4}. tjuk fel a relacio feltételre vonatkozo lezartjat!

RCNxN R={(a,b)| blanb# 1Ab#a}. [1] = {z |z kett6hatvany }. fjuk fel az R| relaciot,
lezartjat és korlatos lezartjat!

Adjunk példat olyan nem Ures relaciéra, amelynek lezartja tires halmaz és van olyan = feltétel, hogy a
relacio feltételre vonatkozé lezartjanak értelmezési tartomanya megegyezik az eredeti relacio értelmezési
tartomanyaval!

R C A x A. Tegylk fel, hogy az R értelmezési tartomanya egyenl6 az R értelmezési tartomanyanak
R-re vonatkoz6 6sképével. Mit mondhatunk R lezartjardl?

Van-e olyan nem dres relécid és « feltétel, hogy a relacio lezartja iires halmaz, és a « feltételre vonatkozd
lezartja azonos a relacioval?

RQNO XN().
[ {a—2}, haa > 1
Rm)_{ {2"|keN}, haa=1

Mi az R relaci6 lezértja és korlatos lezéartja?
R g NO X N(].
{3xk|keN}, haa=1

Mi az R relaci6 lezértja és korlatos lezéartja?

R(a):{ {a — 3}, haa > 2

R C N x N. Az R reléacié minden dsszetett szdmhoz a legnagyobb valddi osztdjat rendeli. Legyen ¢

a) egy rogzitett 0sszetett természetes szam!
b) egy rogzitett primszam!



Legyen P,(a) = (3k € N | a = ¢*)! Mi lesz az R relacié P, feltételre vonatkozo lezartjanak értelmezési
tartomanya?

3.13. RQN() XN(].
{b|IkeNy: b=2xk+1}, haz #0Azparos

) {z -7}, hax > 7 A z paratlan
E@ =3 {0, haz = 1
{7}, haz =0

Mi lesz R lezartja és korlatos lezartja?

3.14. R legyen a 3.11. feladatban adott rel4ci6. =(k) = (k péaratlan szam). Add meg az R|, rel&ciét, lezértjat
és korlatos lezartjat!

3.15. lgazak-e az alabbi allitasok?

a) Haa € Dy N D, akkor R(a) = R(a).
b) D C Dy

*¢) Haaz A halmaz véges és R C A x A, akkor R = R.
**d) Ha A megszamlalhatoan végtelen, R C A x A, és

Vae A: (3n(a) €No : |R(a)| <n(a)) = R=R.
3.16. Legyen R C Ny x Ny, R értelmezési tartoménya N!

R(z) = {b]b>0Ab< zA2|b}, hax pératlan
= {z -1}, ha z péros

m(x) = (x paros természetes szdm). Mi az R relécio « feltételre vonatkozo lezartja és korlatos lezartja?

4. Projekcio, redukalt

41 W =Ny X Ny x N3. « € W**,ahol N; =N (i =1,2,3). a3 = (1,1,1). Az o sorozat tovabbi elemeit
Ugy kapjuk meg, hogy a pontok koordinatait az elsé koordinataval kezdve ciklikusan 1-gyel néveljik.
Pr v, x v, (red(a)) =?

4.2. Legfeljebb ill. legalabb milyen hossz egy m és egy n hosszusagu sorozat redukaltjanak konkatenécioja,
ill. konkatenaciojanak redukaltja?

4.3. lgaz-e, hogy egy « sorozat redukaltjanak projekciéja ugyanolyan hosszd, mint az « sorozat redukaltja?
4.4. lgaz-e, hogy egy « sorozat projekcidjanak redukaltja ugyanolyan hosszl, mint az « sorozat redukaltja?

4,5. LegyenA = N1 X Ny X N3 x Ny, B = N4 x Ny, ahol Vi € [1,4] : N;=N.
a =< (17171a1)7 (17271a1)7 (1727'?” 1)7 (1727374)7 (5a27374):(5;7;374)a(5;77 1074)a" - >

a) prg(a) =?
b) red(pr(a) =2

5. Feladat, program, programfiiggvény, megoldas

5.1. Al = {1,2}, A2 = {1,2}, A3 = {1,2,3,4,5}. A= A1 X A2 X A3.
F ={(a,b,c) | ¢ =a+ b}. Miért hibés az F feladat leirasa?
5.2. Al = {1,2}, A2 = {1,2}, A3 = {1,2,3,4,5}, A= A1 X A2 X A3.

F ={((a,b,¢),(d,e, f)) | f = a+b}. F(1,1,1) =? Hany olyan pontja van az llapottérnek, amelyekhez
a feladat ugyanazokat a pontokat rendeli, mint (1,1, 1)-hez?



53.

54.

55.
5.6.
57.
5.8.

509.

5.10.

5.11.
5.12.
5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

Legyen A ={1,2,3,4,5},5 C A x A**.

S={ 11251 1514352 1-132... 221
2—24 3—3... 441514 4431251
4—41542 5—524 5—534 55234 }

F={(21)(4,4)(4,1)(4,2) (4,5)}.

a) Adjuk meg p(S)-t!

b) Megoldja-e S a feladatot?
Legyen S program, F' olyan feladat, hogy S megoldasa F'-nek. lgaz-e, hogy

a) ha F nem determinisztikus, akkor S sem az?

b) ha F determinisztikus, akkor S is az?

c) ha F' nem determinisztikus, akkor p(S) sem az?

d) ha p(S) determinisztikus, akkor F' is az?

e) ha F determinisztikus, akkor p(S) is az?

f) ha S nem determinisztikus, akkor p(S) sem az?
Igaz-e, hogy programok unidjanak programfliggvénye megegyezik a programfliggvények unidjaval?
Fejezziik ki a programok unidjanak programfiiggvényét a programok programfiiggvényeivel!
S C A x A**. lgaz-e, hogy p(S) = {(a,b) e Ax A|Ja € A*: (a,a) € SAb=17(a)}?

Legyen F; és F;, egy—egy feladat ugyanazon az allapottéren! Igaz-e, ha minden program, ami megoldasa
F1-nek, az megoldasa F»-nek is, és minden program, ami megoldasa F»-nek, az megoldasa Fi-nek is,
akkor F; és F» megegyeznek?

Igaz-e, hogy p(S) értelmezési tartomanya éppen A* 6sképe S-re nézve?

Mondhatjuk-e, hogy az S program megoldja az F' feladatot, ha igaz a kovetkezd allitas: ¢ € Dr =
S(g) € A* Ap(S)(q) C F(q).

Fy; C F,. Az S program megoldja F>-t. lgaz-¢, hogy S megoldja F;-et is?
S1 C Ss3. S, megoldja az F' feladatot. 1gaz-e, hogy S; megoldja F-et?

A=NxNF ={((u0),(z9)] ylu}t Fo ={((u,v),(z,y)) | 2 = u A ylu}. Ekvivalens-e a két
feladat? (Van-e valamilyen dsszefliggés kozottiik?)

F C Ax A. S, Sy programok A-n. Az Sy és az S, is megoldja az F' feladatot. Igaz-e, hogy az
S = (S1 U Ss) program is megoldja az F feladatot?

Legyen F' a 2.19.-es feladat d) pontjanak relacigja! S C N x N**,

S={(a,<a--->)|a=1 mod (4)}
U{(,<b>),(,<bb/2>)|b=2 mod (4)}
U{(c,<¢,2%xc>)|c=3 mod (4)}
U{(d,<d,d/2>)|d=0 mod (4)}

Add meg p(S) értelmezési tartoméanyat! Megoldja-e S az F' feladatot?

Tekintsiik a kdvetkez6 szovegesen megadott feladatot: Adott egy sakktabla, és két rajta 1évd bastya hely-
zete. Helyezziink el a tAblan egy harmadik bastyat ugy, hogy az mindkett&nek az ttésében alljon! Készit-
stik el a modellt: irjuk fel az llapotteret és az F' reléciot!

Tudjuk, hogy S megoldja F-et (az A éallapottéren). lgaz-e, hogy (a € A A (S(a) € A* V p(S)(a) €
F(a))) = a ¢ Dg?

Legyen FF C A x Aegy feladatés S C A x A** egy program. Jeldljuk F'P-vel azt a relaciot, amely F
és p(S) metszeteként all eld. lgaz-e, hogy

a) ha Dpp = Dr, akkor S megoldja F-et?
b) ha S megoldja F-et, akkor Dgpp = Dp?



6. Feladat és program Kiterjesztése

6.1. a) B = {1,2,3} x {1,2,3},A={1,2,3}. F C Ax A. F ={(1,2),(1,3)}. Miaz F Kiterjesztettje
B x B-re?
b) A=NB=NxN FCAxAF={(g,q+1)]|q€N}
Mi az F kiterjesztettje B-re?
c) Adottaz I x L allapottéren az F' = {((l, k), (I', k")) | ¥ = (I AN k)} feladat, ésaz A' =L xL x V
allapottéren (V' = {1, 2}) a kdvetkez8 program:
S ={ il —iil,ih2, hi2 ii2 —ii2, hhl,iil

ii2 —ii2,ih2, hil, hi2 ihl —ihl

ih2 —ih2,iil, hhl hil —hil, hh2

hi2 —hi2, hil,ihl hi2 —shi2, hh1, hh2

hh1—hhl,ih1 hh2—hh2 }

Megoldja-e S az F' A’-re vald kiterjesztettjét?

6.2. A = Ay x Ay x --- x A,. Mondjunk példat olyan programra, amelynek egyetlen val4di altérre vett
projekcidja sem program. (A =Nk =1,...,n).

6.3. lgaz-e?
a) ha F' = pr (F"), akkor F"' az F kiterjesztettje?
b) F' =pr, V(F) 2ill. F' = pr(F) ?
6.4. Legyen F C Ax A F' C Bx B, F" C CxC, F" C D x D, ahol B = A x Aj,

C=AxAy,D=AxA;xAs,éslegyen F', F”,_F’” az F kiterjesztése rendre Bx B, C' x C, D x D-re.
Igaz-e, hogy F"" az F" kiterjesztése D x D-re? Add meg az F" és az F"' kdz6tti kapcsolatot a projekcio

és a kiterjesztés fogalmanak segitségével!
6.5. lgaz-e, ha S C B x B**, A altere B-nek, akkor

3) Dpr, (p(s)) = Pra(Dp(s))?
b) S A-ratortend projekciojanak Kiterjesztése B-re azonos S-sel?

6.6. B és C altere A-nak. F C Ax A,F; C Bx B,F, C C x C. F, az F projekcioja B-re. F
az F» kiterjesztése A-ra. lgaz-e, hogy az F; feladat A-ra vald kiterjesztettjének C'-re vett projekcioja
megegyezik Fy-vel?

7. Vegyes feladatok

7.1. Keressilk meg egy természetes szam egy osztojat!
A=N,F ={(u,v) € N x N| v osztdja u-nak}.
S1={(a,<a,1>)e Axa™|a>1}U{(1,<1>)}
Sy ={(1,<1>),(2,<2,1,2 >)}U{(a,a) € Ax A* | a; = aA7(a) = (a legkisebb 1-nél nagyobb
osztdja )}

a) Megoldja-e Sy ill. S, a feladatot?
b) Ekvivalens-e Sy és .S5?
7.2. Szamitsuk ki a (—1)i fiiggvény értékeinek dsszegét az [m,n] intervallumon (m,n € N)!

A=NxNxZ,A =AxL,F CAx A, F'"az F kiterjesztése A; x A;-re.
51,52 g A x A**,S3 g A1 X AT*

F = {((m,n,b),(m1,n1,b1)) | b1 = 3 (—1)* Am < n}.

m



_f 0, ham paros [ (=1)™, hal
p(m) = { 1, kildnben fm. 1) = { 0, kildnben

a) Megoldja-e S; és Sy F-et?
b) Megoldja-e S3 F'-t?
c) Mely programok ekvivalensek A-n?
73. A=NxNxN S C A x A*.S az (1,1,2) pontbdl kiindulva el8allitja a 10. Fibonacci szamot az
u(n) = u(n — 1) +u(n — 2) rekurziv 8sszefliggés alapjan. A koordinatak rendre u(n — 2)-nek, u(n — 1)-
nek, u(n)-nek felelnek meg. id fel azt a sorozatot, amelyet S az (1,1,2) ponthoz rendel! Mit rendel p(S)
az (1,1,2) ponthoz?

7.4. Szadmitsuk ki egy valds szam természetes kitevdjl hatvanyat!
A=RxNg xR, FCAxA F={{(z,n,k),(y,2,2")) | k=1}
Sl, 52 g A x A**
Sl((xa n, h’)) :{< (.CC, n, h)7 (:c,n - ]-7 h x .’L'), RN (.’L', 07 h * mn) >}
Sa((z,n,h)) ={< (a1),--.,(am) > | (a1) = (z,n,h) A Legendre(a,,) = DA
Vi € (1,n]: (Legendre(a;—1) # O A (a;) € Legendre(a;—1))}
ahol Legendre C A x A

(x2,n/2,h), ha2nAn #0

Legendre(z,n, h) = { (@,n—1,2xh), ha=(2n)An#0

Megoldja-e S; ill. Sy az F feladatot? Ekvivalensek-e A-n? Van-e olyan altere A-nak, ahol S; és S
ekvivalens?

8. Leggyengébb elbfeltetel
8.1. Tekintsiik az 5.4. feladatban adott programot! [R] = {1,2, 5}. id fel az [If(S, R)] halmazt!
8.2. Mivel egyenl6 If(S, igaz) ill. If(:S, hamis)?
8.3. lgaz-e,haVi e N: Q(7) = Q(i + 1), akkor
* (3n e N: If(S,Q(n))) =If(S,(In € N: Q(n)))?
8.4. lgaz-e, hogy If(S1, R) = If(Ss, R) <= If(S1 U Sa, R) = If(S1, R) V If(S2, R)?

8.5. lgaz-e,haVy,z € A: z € [If(S1, P({y}))] & = € [If(S2, P({y}))], akkor
Dy(sy) = Dp(sy)? (P({y}) az az allitas, amelynek igazsaghalmaza {y})

8.6. [Hi],[H2] C A. lgaz-e, haminden S C A x A** programra [If(S, H1)] = [If(S, H2)], akkor [H1] =
[H]?

8.7. 51,52 C A x A** programok. Igaz-e, haV[H| C A : [If(S1, H)] = [If(S2, H)], akkor S; ekvivalens
Sz-Vel?

8.8. Milyen dsszefiiggés van If(S, igaz A (—R)) és (igaz A(—If(S, R))) kozott?
8.9. lgaz-e, hogy [If(S, R)] = p(S)~*([R])?

8.10. A = N. Legyen S az 5.16. feladat programja! H(x) = (x paros szam). [If(S, H)] =?



9. Specifikacio tetele

9.1
9.2.
9.3.
9.4.
9.5.
9.6.
9.7.

9.8.

9.9.

10.

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

Keressiik meg egy természetes szam egy 0sztojat.

Keressiik meg egy dsszetett természetes szam egy valddi osztojat.

Keressiik meg egy természetes szam egy valodi osztojat.

Keressiik meg egy természetes szam 6sszes valddi osztojat.

Keressiik meg egy természetes szam legnagyobb primosztéjat.

Allapitsuk meg, hogy hany valddi osztdja van egy természetes szamnak.

Keressik az [m..n] intervallumban az els6 olyan szamot, amelyiknek van val6di osztéja.

Keressik az [m..n] intervallumban azt a szamot, amelyiknek a legtdbb valddi oszt6ja van, de nem oszthaté
6-tal.

Az [m..n] intervallumban melyik szamnak van a legtébb valddi osztoja.

Tipus

Legyen Ts = (T, Is, ) egy tipusspecifikacio. F = {F'}.
7-1 = (Ql:Ila §1) éS 7-2 = (927-[27 §2)

§1 = {S1},8 = {S2},01 = 02, [I1] = [I2],€5 S2 C S1.
Igaz-e, ha 7; megfelel Ts-nek, akkor 73 is?

Legyen Ts, = (T1, Is,, F1), Ts, = (T2, Is,,TFs) két tipusspecifikacio!

1. &llitds: Minden T tipusra: 7 megfelel Ts,-nek < T megfelel 7s,-nek .
2. allités: [Is,] = [Is,] ésFy = Fs.
Ekvivalens-e a két allitas?
Legyen Ts = (T, Is, F) egy tipusspecifikacio. 71 = (o1, 11,81) és Ta = (02, I2, §2).
a) Legyen [I] = [I2], 81 = §2 €s 01 ([ ]) = e2([I2]) és Ve € E* : g2(a) C 01(a), valamint 7y
feleljen meg 7s-nek!
b) Legyen [_Iz] - [Il_],§1 = §2 és 91([11]] = QQ([IQH, ésVa € E* : Qz(a) = gl(a), Valamint’]-l
feleljen meg 7s-nek!

Igaz-e, hogy 7> is megfelel Tg-nek?

Legyen Ts = (T, Is,F) a kovetkezd tipusspecifikacio:
IS = igaZ,T = No,]F = {Fl,FQ}.
F; specifikécioja:

A= Ny B= N, Qp =(x=2"

T '

Ry =32€Z: 2 =8x2+2A0<2<8)
F;, specifikécioja:

A= N(] X NO x L B = No X N()
T y l z! y'
le,y/ = ([L’ = .Z'I A Y= yl)

Ryy = (1= (" =y)Az=2"Ny=1")



10.5.

10.6.

10.7.

10.8.

10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

le|
T =(0,1,8),E =1{0,1,2,3,4,5,6,7},Ve € E*: g(e) = 3 (e; x 8l¢))

8) I(e) = (Jel > 1A (e1 = 0 — |e| = 1))
b) I(e) = (le| > 1)

Vee E*: Si(e) ={a € (E*)*| |a|=le|AVie[l,|a]]: |a;| =|a] —i+ 1A
Vie [27 |Oé|] 1 Vj€ [17 |Oé,'|]0éz'j = ai_1j+1)}

Sy C (E* x E* x L) x (E* x E* x L)**
Ve,de E* : Ve L

Sa(e,d,l) ={p € (E*)*| |B| = min(|e|,|d]) + 1AVi € [2,|8]|] : Bi = (ee,dd, )N
ll=Nje[l,i—1]: ee; =dd;) Nlee| =i —1A|dd] =i—1)A
Vjel,i—1]: (eei,j = €le|—j+1 N dd;_; = d|d\—j+1))}

fd le szavakkal az F;, F; feladatot, a o rel4ciot, és az Sy, S» programfiiggvényét! Megfelel-e a tipus a
specifikacidnak az a) ill. a b) esetben?

Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentaciés fliggvényt, és adjuk meg a tipusmiiveleteket megvalosito pro-
gramok el6- és utdfeltételeit (a tipusspecifikacio tétele szerint) a kovetkezd tipusra: a lehetséges értékek:
[0,99999]. A miiveletek a kdvetkez8 és az el6z6 100000 szerinti maradékkal. Az elemi értékek a deci-
malis szdmjegyek {0, 1,2, 3,4, 5,6, 7,8,9}. Mutasd meg, hogy a tipus megfelel a tipusspecifikacionak!

o

A tipusértékek halmaza legyen a magyar abc maganhangzoi! { a, &, e, é, 1,1, 0,6, 6, 6, u, 4, G, @
}. Szeretnénk tudni, hogy egy adott maganhangzénak melyik a (révid ill. hosszu) parja. Legyen egy
olyan tipusmdiveletiink, amely erre a kérdésre valaszt tud adni. Az elemi tipusértékek halmaza legyen a
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14} halmaz! Add meg a tipusspecifikaciot és készits el egy olyan
tipust (add meg a tipusmiveleteket megvaldsitd programok el6- és utofeltételeit a tipusspecifikacio tétele
szerint), ami megfelel a specifikacionak!

Specifikald azt a tipust, melynek értékei egy 128 elem(i halmaz részhalmazai, tipusmiveletei pedig két
rész halmaz metszetének ill. unidjanak képzése, ill. annak megallapitasa, hogy egy elem eleme-e egy
részhalmaznak. Adj meg egy reprezentacios fuggvényt, tipust, amely megfelel a specifikacionak! (Az
elemi tipus a bit tipus.)

Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentéacids fuggvényt, tipust (ami megfelel a specifikacionak)! A tipusér-
tékek: a sikvektorok halmaza, a mliveletek: két vektor 6sszeadasa, valamint annak eldontése, hogy két
vektor szamszorosa-e egymasnak.

Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentéacids fuggvényt, tipust (ami megfelel a specifikacionak)! A tipusér-
tékek a térvektorok halmaza, a mlveletek: két vektor kivonasa, valamint egy vektornak egy szammal vald
szorzésa.

Adj tipusspecifikaciot, reprezentéacids flggvényt, tipust (ami megfelel a specifikacidnak) a komplex sza-
mok tipusara, ahol a miiveletek két komplex szdm Osszeadasa és egy komplex szam képzetes részének
meghatarozésa.

Adj tipusspecifikaciot, reprezentéacids flggvényt, tipust (ami megfelel a specifikacidnak) a komplex sza-
mok tipusara, ahol a miiveletek két komplex szdm Gsszeszorzasa és egy komplex szam n-dik (n € N)
hatvanyanak meghatarozasa.

Adj tipusspecifiaciot, reprezentacios fliggvényt, tipust (ami megfelel a specifikacionak). A tipusértékek a
korlemezek halmaza, a miiveletek: egy korlemez eltolasa, és annak elddntése, hogy egy sikbeli pont rajta
van-e a kdrlemezen.

Adj tipusspecifiaciot, reprezentacios fiiggvényt, tipust (ami megfelel a specifikacionak). A tipusértékek a
g6mbok halmaza, a mlveletek: egy godmb eltolasa, és annak elddntése, hogy egy térbeli pont benne van-e
a gémbben.



10.14.

10.15.

11.

11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

11.5.

11.6.

11.7.

Adj tipusspecifiaciot, reprezentacios flggvényt, tipust (ami megfelel a specifikacionak). A tipusértékek
a négyzetek halmaza, a mlveletek: egy négyzet eltoldsa, egy négyzet métetének megvatoztatasa, egy
négyzet teriiletének kiszamitasa és annak elddntése, hogy egy sikbeli pont rajta van-e a négyzeten.

Adj tipusspecifiaciot, reprezentacios fliggvényt, tipust (ami megfelel a specifikacionak). A tipusértékek
a kockak halmaza, a mliveletek: egy kocka eltolasa, egy kocka métetének megvatoztatasa, egy kocka
térfogatanak kiszamitasa és annak eldontése, hogy egy térbeli pont benne van-e a kockaban.

Paramétertér, specifikacio

Adottaz A =V x V x L allapottér (V = {1,2,3}) ésa B = V x V paramétertér, tovabba az F; és F;
feladatok.
F = {((al,ag,l), (bl, ba, k)) | k= (a1 > az)} F specifikéciéja:

A=V x V x L B=V x V
a1 as l ay al

Q= (a1 =da} Nay = dfy)

R:(Qa'l,aé/\l:(all>a,2))

Azonosak-e az F; és F, feladatok!

A= 7 xZ B= 17 F,Fb,CAxA
X Yy CL'I
Fi: Q= (zx=21)
R=(Qu Ao =ly*y)).
Fy = {((a,b),(c,d)) |[c=aAld| xd =c}.
Megadhat6-e valamilyen 0sszefliggés F és Fy kdzott?

fd le szévegesen az alabbi feladatot:
A= 7Z x Z x N B= 7Z x 7 ésadottegyz :7Z — Z flggvény.
m n l m n
Q=(m=m'An=n')
R=(m=m'An=n'ANl= )" (g(7)))
ahol g¢:Z — {0,1}és

oi) = { 1 haVje[m,n]: z(j) < (i)

0, egyébkeént B

Specifikaljuk a kdvetkezd feladatot:
A=LxL FCAXxAF={(Lk),UK)|E=kAI'=(1AE)}

Igaz-e a specifikacid tételének megforditasa?
(Ha S megoldja F-et, akkor Vb € B : Qp = If(S, Ry))

A= 7Z x Z B= Z

k p k'
Qr =(k=KAN0<k)
Ry = (k= k' Aprim(p) AYi > 1: prim(i) = |k —i| > |k — p|) ahol prim(z) = (x primszdm). Mit
rendel a fent specifikalt feladat az « = (10,1) ésa b = (9, 5) pontokhoz? Fogalmazd meg szavakban a
feladatot!

A= N x N x N B= N x N F,F, CAx AF specifikacidja:

x Y z x' y'

Qz’,y’ = (xeIAy:y,)
Ryy =(@=2'"Ny=y'A2'|2Ay'|zAVj e N: (&'|j Ay'|j) = 2]j)
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11.8.

11.9.

11.10.

12.

12.1.

12.2.

13.

13.1.

F ={((a,b,c),(d,e,f)) |la=dAb=eA flaxbAa|f Ab|f}
Megadhat6-e valamilyen 0sszefliggés F és Fy kdzott?

Adott egy f : Z — Z fuggvény.
A= 7Z x Z x Z B= 7Z x 7

m n i m' n'
Fl,FQ g Ax A
F7 specifikacidja:
Qmw =(m=m'An=n')
Ry =(m=m'An=n'Ai€[m,n]AVj € [m,i): f(j) < fEA
Vj€lin]: f(4) < f(2)
F; specifikacidja:
Qmi =(m=m'An=n')
Ry v = (i € [m',n] AVj € [m!,n'] : f(j) < f(2)).

Azonos-e a két feladat?

Specifikaljuk a kovetkezg feladatot: A =V x NV = vekt([1,n] : {0,1}).
FCAXAF ={((v;5),(t,8))|[v'=vAs' =3 v(k)}
k=1

fd le szovegesen az alabbi feladatot: A= V.~ B= V V = vekt([1,n] : Z)
x x'

Qo= (z =1
Ry=(Vi,je[l,n]: (i<j=z()<z(j)) ANz € perm(z'))
ahol perm(z') az =’ vektor permutécioinak a halmaza.

Elemi programok

A=1{1,2,3},B={a,b},C=AxB.
Legyen S program A-n, S = {1 »< 1 >,2 < 2222--- >,3 —»< 31 >}. Legyen Sy az S Kiterjesz-
tése C-re, M pedig olyan program C-n, hogy M ekvivalens S-sel A-n.
a) elemi program-e S?
b) elemi program-e S és biztosan elemi program-e M?
A= N x N Miaz(z,y) :== F(z,y), F = (F1, F2), Fi(z,y) =y, Fa(z,y) =z, azaz az
T Y

F(p,q) = {b € A|z(b) = qAy(b) = p} értékadés és az R = (z < y) utofeltétel leggyengébb
el6feltétele?

Programkonstrukciok, levezetesi szabalyok

A= {17273a47516}' |—7r1-| = {1a27374}' |—7r2-| = {1737475}'

Si={ 1214 1-12... 252132 3—36
4—463 4—451 5—563 6—612 }

So={ 1-134 1-121 2—2132... 336
4463 4—451... 55632 6—61... }

Add meg az (Sy; S2), IF(my : Sy, 72 : Sa), DO(m,S1) programokat és a programfiiggvényeiket!

11



13.2.

13.3.

13.4.

135.

13.6.

13.7.

138.

13.9.

13.10.

13.11.

13.12.

13.13.

13.14.

13.15.

A=1{1,2,3,4,5,6}, [m] = {1,2,3,4}, [m] = {2,3,4}, [m3] = {1,4,6}.

Sy ={ 1-12... 2523 33456
4463 553  6-62 |}

Sa={ 1-12 2—24 3-3...
4—43 5—5 6—61 }

S3={ 1-12 2—2... 331
4—432  5-5... 6-63... }

IF(7T1 :51,7r2 : 52,7(3 :53) =? Dp(IF) Z?p(IF) =7

Fejezziik ki a SKIP ill. az ABORT programot egy tetszleges S program és a programkonstrukciok
segitségével!

Legyen S; és S, egy-egy program az A allapottéren. Igaz-e, hogy S o 7 o S; megegyezik (Sy; Sa2)-vel?
S = (S1;52). lgaz-e, hogy

a) Dp(S) = I-If(SIJP(Dp(Sz)ﬂ
b) tetsz6leges R utofeltételre: If((S1; S2), R) = If(Sy, If(S2, R))?

Van-e olyan program, ami felirhato szekvenciaként is, elagazasként is, és felirhaté ciklusként is?

Igaz-e, hogy minden program felirhat6 szekvenciaként is, elagazasként is, és felirhatd ciklusként is?
IF = (m1:81,...,7m, : Sp). lgaz-e, hogy Dp(IF) = U (ectionmy N Dp(Sk))?
k=1
Legyen S1,S2,...,S, program A-n! IF = (my : S1,...,7n : Sp). S =S1 US2U---US,. Keressiink
olyan ;, feltételeket és Sy programokat, hogy Dp;r) = A €s Dp(sy = 0!
IF =(m :S1,...,7n:5p). S=S51US2U---US,. lgaz-e, hogy p(IF) része p(S)-nek?

lgaz-e? Ha IF = (m : S1, 72 : Sa), akkor Dp(IF) = ([m] N [m2] ﬁDp(SH) ﬂDp(S2)) U (Dp(Sl) N
(Tl \ [m21)) U (Dp(say N ([m2] \ [m1]))?

A={1,2,3,4}.
IF
1:=2%1 SKIP

Milyen sorozatokat rendel Sy, .Sy, I F az &llapottér egyes pontjaihoz?

S = (S1;S2). S1 megoldja F; -et és S, megoldja F»-t. Megoldja-e S az
a) F=F,oF
b) F = F, ® F; feladatot?

S = (S1;52). S megoldasa az (F» ® Fy) feladatnak.
Megoldja-e Sy az Fi-etill. Sy az F>-t?

IF = (my:81,...,m : Sp). F C A x Afeladat. Vk € [1,n] : S, megoldjaaz F'|[,,7 feladatot.

a) IF megoldja-e az F feladatot?
b) IF megoldja-e az F feladatot, hamy Ve V -+ V m, = igaz?
¢) IF megoldja-e az F feladatot, ha Dr C [m1 Vs V -+ -V m,]?

12



13.16.

13.17.

13.18.

13.19.

13.20.

13.21.

13.22.

13.23.

13.24.

13.25.

13.26.

13.27.

IF = (m : S1,...,®n : Sp). F C A x A feladat. IF megoldja az F feladatot. lgaz-e, hogy
Vk € [1,n] : Sk megoldjaaz F'|f,, feladatot?

IF =(m :S1,...,7n : Sp). F1,...,F, C A x Afeladat. Vk € [1,n] : Sy megoldja az F}, feladatot.
Megoldja-e IF az F = F, U - - - U F,, feladatot?

IF = (71 :81,...,m: Sp). FF C Ax Afeladat. I F megoldjaaz F feladatot és [ ]|U- - -U[7,] C Dp.
Igaz-e, hogy Vk € [1,n] : Sk megoldjaaz F|,, feladatot.

IF =(m : S1,...,7n :Sp). F1,...,F, C Ax Afeladat. Vk € [1,n] : Dp, C [m] és Sk megoldja
az Fy, feladatot. F' = F; U --- U F},. Megoldja-e I F' az F' feladatot?

Igaz-e, hOgyIFl = (7T1 : 51,7'['2 : Sg) és IF2 = (7T1 : 51,7'['1 AT Sl USQ,?TQ : Sg)
a) egyenl8?

b) ekvivalens?

Legyen I Fsy = (w3 : S3,mq : Sq), I[F) = (w1 : S1,m0 : IF34), IFy = (w1 : S1,ma A7 : S3,m9 ATy :
S4)! lgaz-e, hogy I F; és IF,

a) egyenl§?

b) ekvivalens?
F C A x Afeladat. Sy program A-n. So megoldja F-et. Megoldja-e a DO(w, So) program az F' feladat
m-re vonatkozd lezértjat?
Legyen DO = (w, S)! lgaz-e, hogy

a) p(DO) C p(5)?

b) p(S) C p(DO)?
A= No X No

i n

S=((i:=0;D0@( #n,IF(2)i: i:=i+1, 2 fi : i:=i+2))))

(5}

1:=0
i#En
20 2 fi
\ | \ A
=i+ 1 i—i+2

Milyen sorozatokat rendel S a (2, 4) ill. a (3, 7) ponthoz?

Tegytik fel, hogy teljesil a ciklus levezetési szabalyanak mind az 6t feltétele, és () igazsaghalmaza nem
ures. Lehet-e Gres a

a) [P AR]
b) [P A —m A R] halmaz?

Tegytk fel, hogy teljesil a ciklus levezetési szabalyanak mind az 6t feltétele, és (Q A ) igazsdghalmaza
nem ures. Lehet-e Ures a If(Sy, P) és If(DO, R) igazsdghalmazanak metszete?

Tegytk fel, hogy teljesiil a ciklus levezetési szabalyanak mind az &t feltétele. Legyen g = p(So) N ([#] x
A) ésqg e [P]N[r]|. Igaz-e, hogy

a) Vke Ny : gk(q) C [P]
b) b€ g*(g) N [x] N [P] = t(b) < t(g) — k?
€) glx = p(So)|?

13



13.28.

13.29.

13.30.

14.

14.1.

14.2.

d) Ike Ny : k<t(g) Ag*(q) C [-n]?

Legyen S = (S1;52) és @, Q' és R olyan allitasok, amelyekre

Q = If(57 R)J QI = If(Sz,R),Q = If(Sla QI)

Lehetséges-e, hogy [QTN[R] =0A[QTN[Q] # 0 A [Q] N [R] # 0? Indokold, ha nem, és irj ra
példat, ha igen!

A= 7Z x Ny B= 7 x Ny
z y ZI yl
Q=(@=2'Ny=y)
R=(x=z"—-y' Ay=0)
SO = {(( ay)a< (a:,y),(:c - ]-ay)a(x_ ]-ay_ 1) >) | T e Zy € N}U
{((2,0), < (2,0) >) |z € Z}
DO :{((way)a < (.’L’, ): (iE - lay)a (:I" - ]-ay - 1)7 (SL‘ - 27y - 1):
(:c—2,y—2),...,(3:—y+1,1),(3:—y,l)(x—y,O) >) |$ GZAy € NO}
Megjegyzés: Az (z,0) parhoz 1 hosszUséagu, az («, 1) parhoz 3 hosszUségu, az (z, 2) parhoz 5 hosszisagu
sorozatot rendel a program. Tudjuk, hogy DO = (m;So) valamilyen w-re. lgaz-e, hogy talalhat6 olyan
P éallitas és t : A — Z fliggvény, hogy a ciklus levezetési szabalyanak feltételei teljestilnek, és ha igen,
adj meg egy megfelel6 7-t, P-t és ¢-t!

8

A= 7Z x Z x Z x ZL x Z B= 7Z x 7T

k z i a b a b
S=((k:=5(a>b:z:=a—-ba<b:z:=b—a);i:=i+1))
Qup =(a=a Ab=bAi€[0,1]A]a— b >10)
Rypy=(a=a ANb=b Akx*i<x)
Bizonyitsuk be, hogy @ = If(S, R)!

Tipuskonstrukciok
T=it(Tp), g €T, e €T
l.defreeqeIacT]: (gevr(a)ATie[l,|a]]: a;=e).
2. defrecqeVaeTy: (e (@) ATie(l,]al]l: a;=e).
Ekvivalens-e a két definicio, ha az iteralt kombin&cio, halmaz, sorozat, ill. altaldban?

T = it(Tp),t € T. Ekvivalens-e a kovetkez§ két definicio, ha az iteralt halmaz, sorozat, ill. &ltalaban?
Mit ad meg f1(t), f2(t)?
|al

1. def: f1(t) = max (U ay)

(a,t)€9r =1

2. def.: fo(t)=| U (lﬁl az’)
(at)eypr \i=1
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