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ELTE PRGG-NMAT.
=2000-2001

Alapfogalmak

Ahhoz, hogy barmirdl érdemben beszélhessiink, meg kell allapodnunk egy jellésrend-
szerben. Az aldbbiakban bevezetjik azokat a jeldléseket és alapvet definiciokat ame-
lyeket a tovabbiakban gyakran fogunk hasznalni.

1.1. Alaphalmazok

El6sz6r bevezetjik a matematikaban gyakran hasznalt szamhalmazok jel6léseit.

— atermészetes szdmok halmaza,
— anemnegativ egészek halmaza,
— az egész szamok halmaza,
a racionalis szamok halmaza,
— avalds szdmok halmaza,
— akomplex szdmok halmaza,
— alogikai értékek halmaza,

L = {igaz, hamis},
— az Ures halmaz.

FaRONZZ
|

=

Vegylk észre, hogy a természetes szamok halmazat (N) és a nemnegativ egészek

halmazat (Ny) kulon jeldljik. Ennek az az oka, hogy az &ltalunk hasznalt jel6lésrend-
szerben a természetes szadmok hamaza nem tartalmazza a nullat.

Megjegyezziik tovabba, hogy [a..b]-vel fogjuk jeldIni, a valos [a,b] intervallum

egész elemeinek halmazat, azaz

[a..b] = [a,b] N Z.

Természetesen hasznalni fogjuk a matematikdban megszokott halmazelméleti

mliveleteket:

— unio,

U
N — metszet,

7
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és relaciokat:

— eleme,
részhalmaza,
— valodi része.

NN m
|

1.2. Sorozatok

Ha A egy adott halmaz, akkor az o =< ay,as,--- >, a; € A egy A-beli véges, vagy
végtelen sorozatot jeldl.

Az A-beli véges sorozatokat a =< ay, s, ...,a, >, a; € A alakban irhatjuk le.
A véges sorozat hosszét |« jeldli.

Az A-beli véges sorozatok halmazat A*-gal, a végtelen sorozatok halmazat A>°-nel
jeloljuk. Az el6z6 két halmaz unidjaként el6allé A-beli véges, vagy végtelen sorozatok
halmazat A**-gal jeldljuk.

Egy a € A** sorozatat értelmezési tartomanyat D, -val jelljik, és a kdvetkez6
halmazt értjik rajta:

D { [1..]a|]], haa e A*
*7 1N, haa € A

Legyenek at,a?,...,a™"1 € A* és a™ € A**. Ekkor azt a sorozatot, amit
az a',a?,...,a™ !, o™ sorozatok egymas utan frasaval kapunk, a fenti sorozatok

Py

Egy A**-beli sorozat redukaltjanak nevezzik azt a sorozatot, amit ugy kapunk,
hogy az eredeti sorozat minden azonos elemekbdl allé véges részsorozatat a részso-
rozat egyetlen elemével helyettesitjik. Egy o € A** sorozat redukaltjat red(«)-aval
jeloljik.

Bevezetjik még a = fliggvényt, ami egy véges sorozathoz hozzérendeli annak
utolsé elemét: 7 : A* — A, Va € A*:

T(a) = Oé‘a|.

1.3. Direktszorzat

Legyenek A; ,A;,,...,A;, tetsz8leges halmazok, I = {i1,...,in}, J =
{j1y--sJm}p, JCIésH=1I\J={hy,...,hs}. EKKoraz

A:kglA,-k ={(as,---,an) | ax € Ay, k € [1.n] }

direktszorzatnak a

direktszorzat altere és a

direktszorzat kiegészit6 altere.
Aprg : A — B fliggvényt projekciénak nevezziik, ha

Vk € [lm] :prB(a)k = ahol Tk = 1.
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A projekciét az alabbi médon kiterjesztjlk terek direkt szorzatara, és sorozatterekre is:
legyen A és B mint fent, (a1,a2) € A x A, illetve o € A**. Ekkor

pre((a1,a2)) = (pre(ai),pre(az)) € Bx B
pre(a) B € B**,ahol Dg = D, és
Vi € ’Dg : B; :prB(az-)

1.4. Relaciok

Relacionak nevezziik egy tetsz6leges direktszorzat tetszéleges részhalmazat. A tovab-
biakban csak olyan relaciokkal foglalkozunk, amelyek kétkomponenst direktszorzat
részei. Ezeket a relaciokat binaris relacioknak nevezziik.

Legyenek A és B tetsz6leges halmazok, R C A x B pedig egy tetsz6leges relécio.
Ekkor a relacio értelmezési tartomanya:

Dr={a€ A|3be B: (a,b) € R},
a relacio értékkészlete:
Rr={beB|Ja€ A:(a,b) € R},
a relacid értéke egy adott helyen:
R(a) = {b € B| (a,b) € R},
egy H C A halmaz R szerinti képe
R(H)={be B|3Ja€ H : (a,b) € R},
Azt mondjuk, hogy egy relacié determinisztikusvagy parcialis fliggvény, ha
Va € A:|R(a)| <1.
Fliggvénynek neveziink egy relaciét akkor, ha
Va € A:|R(a)| =1.
Legyen R C A x B. Ekkoraz R(-1) relaci6 az R inverze, ha
RV ={(b,a) € Bx A| (a,b) € R}.
Legyen H C B tetsz6leges halmaz. Ekkor az
RY(H)={ae A|R(a)NH # 0}

halmazt a H halmaz R relécid szerinti inverz képének nevezziik. Vegyiik észre, hogy az
inverz kép fogalma megegyezik az inverz relacio szerinti kép fogalmaval. Ugyanekkor
az
R™'(H) ={a € Dg|R(a) C H}
halmazt a H halmaz R rel&ci6 szerinti 8sképének nevezzik. Vegyik észre, hogy az
6skép mindig része inverz képnek. A két kép kapcsolatat mutatja az alabbi abra:
A relaciok kozott értelmeziink miiveleteket is. Legyen P C Ax Bés@Q C B x C.

- sz

Ity

S=QoOP={(a,c)ec AxC|3FbeB:(a,b)e PA(bc)e QAP(a) CDg}.
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1.1. bra. Inverz kép és 6skép

1.2. dbra. Kompozicid és szigord kompozicio

1.4.1. Logikai relaciok

Az R C A x L tipusu relacidkat — ahol A tetsz8leges halmaz —, logikai relacioknak
nevezzik. A logikai relaciokra bevezetiink néhany jel6lést:
Legyen R C A x IL. Ekkor az R gyenge igazsaghalmaza:

|R] = R“V({igaz}),
erds igazsaghalmaza:
[R] = R~ ({igaz}).
Vegytk észre, hogy ha R fiiggvény, akkor az er8s és gyenge igazsaghalmaz meg-
egyezik. A fliggvényekre alkalmazott igazsaghalmaz-képzésnek van egy inverz miive-

lete, a karakterisztikus fiiggvény megadasa: legyen H C A. Ekkora P(H) : A - L
fuggvény a H halmaz karakterisztikus fliggvénye, ha

[P(H)] = H.
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A fenti definicidékbdl kdvetkezik, hogy tulajdonképpen mindegy, hogy egy halmaz rész-
halmazairél, vagy a halmazon értelmezett logikai flggvényekrdl (allitdsokrdl) beszé-
link, hiszen ezen fogalmak kolcséndsen egyértelmiien megfelelnek egymasnak.

1.4.2. Lezart, korlatos lezart
Legyen R C A x A egy homogeén relacio. A relacio nulladik hatvanya:
R° = {(a,a) | a € A}.
A reléci6 n-edik hatvanya, n € N;
R"=R"'oR.

Az R C A x Arelaci6 lezartjaaz az R C A x A relacio, amelyre:

e Dp={acA| Ba€A®:a; € R(a) A\Vi e N:a;1 € R(ay)} €s

eVa€eDg:R(a)={be A|IkeN, :be R*(a)Ab¢ Dg}.

A lezart tehat olyan pontokban van értelmezve, amelyekbdl kiindulva a relaciét
nem lehet végtelen sokszor egymas utan alkalmazni, és ezekhez a pontokhoz olyan
pontokat rendel, amelyeket (gy kapunk, hogy a relacié véges sokszori alkalmazésaval
Kikeruliink az eredeti relaci6 értelmezési tartomanyab6l. Tehat Dr N Ry = 0 mindig
teljesul.

Az R C A x A relaci6 korlatos lezartja az az R C A x A relécid, amelyre:
o D=={a € A|3k, € Ny : RF(a) = 0} és

* Ya € D= : R(a) = R(a).

Vegylk észre, hogy egy relacié lezartja, és korlatos lezartja kiilonbdzhet. A de-
finiciékbol lathatd, hogy ez a kiillonb6z8ség csak az értelmezési tartomanyok kozott
jelentkezhet. Ennek azonban sziikséges feltétele, hogy egy alkalmas pontbél kiindulva
a relaciot ne lehessen végtelen sokszor alkalmazni, de a véges sokszori alkalmazasok
hosszéra ne tudjunk korlatot mondani. Természetesen ez csak akkor lehetséges, ha
végtelen sok véges alkalmazas-sorozatot tudunk a pontbdl inditani. Nézziink erre egy
egyszer(d példat: legyen R C Z X Z, és

[ {a—1}, haa>0
R(“)—{ N, haa <0

LegyenRC Ax Aésm: A—L A

Rly = (RN ([7] x A)U{(a,a) € A x A|a€ [r]\ D}

relaciét feltételes relacidnak nevezziik.

Vegylk észre, hogy egy feltételes relacié nem ugyanaz, mint a relacié lesz(iki-
tése a feltétel igazsaghalmazara, azaz R|, # R|;r)! Tovabba fontos megjegyezni,
hogy a feltételes relacio értelmezési tartomanya mindig a feltétel igazsaghalmaza, azaz
DR\,\- = [7T-|

A tovabbiakban egy feltételes relacio lezartjat illetve korlatos lezartjat a relacid
feltételre vonatkozo lezartjanak illetve feltételre vonatkozd korlatos lezartjanak fogjuk
nevezni.
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1.5. Példak

1. példa: fjuk felaz A x B, A x C, (A x B) x C, és A x B x C halmazok elemeit,
ha 4 = {07 l}aB = {17 273}7 C= {p7 Q}'
Megoldas:

2. példa: Legyen R C {1,2,3,4,5} x {1,2,3,4,5}.
R= {(15 2)7 (154)’ (23 l)a (354)3 (3,3), (3a 5)7 (45 5)}

a) Mi arel&cio értelmezési tartomanya és értékkészlete?
b) Determinisztikus-¢, ill. fliggvény-e a relaci6?
¢) Mi RO.,2.,(—1). hatvanya?
d) Mia{4,5} halmaz inverz képe, ill. &sképe?
Megoldas:
a) Dr =1{1,2,3,4},
Rr=1{1,2,3,4,5}.

b) A relécié nem determinisztikus, ugyanis pl. |R(1)|] = 2! Mivel a relacié nem
determinisztikus, fiiggvény sem lehet.

c) A relaci6 0. hatvanya az identikus leképezés, azaz:
R’ = {(17 1)7 (27 2)a (37 3)7 (47 4)a (57 5)}

Mivel R? = R o R, azt kell megvizsgalnunk, hogy mely pontokbél hogyan lehet a
relaciot egymas utan kétszer alkalmazni:

(AN

W w “Pk == [N )
W = Ut =N
= DD D DO —

N o~ o~ o~ o~ o~~~

Ll Lelll

w
[

A fenti tablazat alapjan:
R? ={(1,1),(1,5),(2,2),(2,4),(3,5),(3,4), (3,3)}.
R arelécio inverzének definicioja alapjan:

R = {(25 1)3 (43 l)a (15 2)5 (453)a (333)a (553)3 (554)}-



1.5. PELDAK 2000-2001 13

d) fFjuk fel, hogy mit rendel a relaci6 az értelmezési tartomany egyes pontjaihoz:

R(1) 12,4}
R2) = {1}
R(3) = {3,4,5}
R4) = {5}

Az inverz kép definicidja alapjan:
RUD({4,5) = {1,3,4}.
Az 86skép definicidja alapjan:
R7'({4,5} = {4}.
3. példa: Megadhatt-e valamilyen 0sszefiiggés egy H halmaz inverz képének képe, és

a H halmaz koz6tt?
Megoldéas: Legyen R C A x B, H C B. Ekkor

R(RCV(H) = R({a€A|R@nH#0}) =

U R(a).

R(a)NH#D

Vegyuk észre, hogy altalanos esetben nem tudunk mondani semmit a két halmaz viszo-
nyardl, ugyanis

i.) ha H ¢ Ry, akkor H ¢ R(R\=YV (H)) és
ii.) hada € RC-V(H) : R(a) ¢ H, akkor R(R(-V)(H)) ¢ H.

Tekintstk e fenti esetet egy egyszer(i szdmpéldan: Legyen A = B = {1,2,3}, R =
{(1,1),(1,2)}. Ekkor H = {2,3} esetén R(R(-V(H)) = {1,2}, azaz egyik iranyd
tartalmazkodas sem all fenn.

4. példa: Legyen R C A x B, P, C B. Hogyan lehetne jellemezni az R~*(P U Q)
ésaz R~1(P N Q) halmazt az R~1(P) és R~(Q) halmaz segitségével?

Megoldas:

RTH(PUQ)

{a € Dr|R(a) C(PUQ)} =
DO {a€Dgr|R(a) CP}U{a€eDr|R(a)CQ}
A mésik irany( tartalmazkodas sajnos nem all fenn, ugyanis lehet olyan a € Dg
amelyre
R(a) £ P, és R(a) € @, de R(a) C PUQ.
Nézziik ezt egy szampéldan: Legyen A = B = {1,2}, R = {(1,1),(1,2)}, P = {1},
Q = {2}. Ekkor R~1(P) és R~1(Q) ures,de R"1(PUQ) = {1}.
Vizsgaljuk most meg a metszetet!
RYPNQ) = {a€Dgr|R@)C(PNQ)}=

= {a€Dgr|R(a)CPIN{aeDr|R()CQ}=

R™Y(P)NR7(Q).
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Tehat bebizonyitottuk, hogy két tetsz6leges halmaz metszetének &sképe egyenld a két
halmaz 8sképének metszetével.

5. példa: Legyenek FF C A x B,G C B x C. lgaz-¢, hogy
(Go F)(*l) = D s =12

Megoldas:

(GoF)Y {(c,a) eCx A|F€B: (a,b) € FA(bc)eG}=
{(c,a) e Cx A|FbeB: (ba)e F'YA(c,b) e GV} =

FED o (-1,

6. példa: Legyenek FF C A x B,G C B x C. lgaz-e, hogy
(GoF)Y ==Y g2

Megoldas:
(GoFR)EY = {(ca)ECxA|EIb€B (a,b) € F A (b,c) € G A
AF(a) CDg} =
= {(c,a) € CxA|3beB (b,a) € F&EY A (¢,b) € G A
AF(a) CDg} =
# {(c,a)eCxA|IbeB:(ba)e F"YA(c,b) e GEY A
NG (e) C Dp-ny} =

FY o gy,

Szémpéldan szemléltetve: legyen A = B = C = {1,2}, F = G = {(1,1),(1,2)}.
Ekkor
(G o F)Y 0,
FiYoa™ = {(1,1),2,1}

7.példa: W = N1 x No X N3. a € W**, ahol N; = N (2 = 1,2,3). oy = (1, 1, 1)
Az « sorozat tovabbi elemeit Ggy kapjuk meg, hogy a pontok koordinatait az els6
koordinataval kezdve ciklikusan 1-gyel néveljuk. red(prn, x v, (@) =?

Megoldas: fjuk fel el 6szor a sorozat els6 néhany tagjat:

a=<(1,1,1),(2,1,1),(2,2,1),(2,2,2),(3,2,2),(3,3,2) - - - >
Az « sorozat projekcidja Ny x Ns-ra:
pra;xns (@) =< (1,1),(2,1),(2,1),(2,2),(3,2),(3,2) --- >
A fenti sorozat redukaltja:
red(pry, xn; (@) =< (1,1),(2,1),(2,2),(3,2) --- >

A fentiekbdl jol Iathato, hogy a redukcié pontosan azokat az elemeket hagyja ki a soro-
zatbol, amelyekben a névelés a masodik komponensben tértént, igy az eredménysoro-
zat elemeit is a koordinatak ciklikus eggyel novelésével kapjuk meg, az (1, 1) pontbdl
kiindulva.
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1.6. Feladatok

1.

10.
11.

12.

13.

14.

Milyen osszefiiggés van egy H halmaz R relaciora vonatkoz inverz képe és
Gsképe kozott? Es ha R fliggvény?

R={((z,y),(z+y,y)) | z,y e N}. MiaH = {(a,b) [ a,b e NAa+b < 5}
halmaz inverz képe, ill. 6sképe?

R={((z,9),(z +y,9) |2,y € N} U{((z,9), (¢ —y,y)) | 2,y € N}. Mia
H ={(a,b) | a,b € NAa+ b < 5} halmaz inverz képe, ill. 6sképe?
R = {((xay)a(f(xay)ay)) | T,y € N}, ahol f :NxN—- N MiaH =

{(a,b) | a,b € NAa+ b < 5} halmaz 8sképe ill. inverz képe?

. RC A x B,Q C B. Van-e valamilyen osszefiiggés az R=1(B \ Q) halmaz és

az A\ (R~1(Q)) halmaz koz6tt?

Készits olyan nem (res relaciot, amelyre igaz, hogy értékkészlete minden valéodi
részhalmazéanak 8sképe ures halmaz!

Legyen A ={1,2,3,4,5}, RC Ax A, R={(1,2),(1,4),(2,1),(3,4), (3,3),
(375)7 (47 5)}1 f c AxLés f = {(17i)7 (27i)7 (372')7 (47h)7 (571)} Mi fl ill.
(f o R) igazsaghalmaza?

R,Q C A x A. Igaz-e, hogy (R® Q)" = Q=1 o R(-1)2

R C A x A. lgaz-e, hogy (R(-1)? = (R?)(-1)?

RC Ax A lgaz-e,hogyVH C A: R-Y(R™'(H)) = (R*)~'(H)?
P,Q CNxN @Q={(a,d) | 2laAblan prim(b)}.

a) P={(a,b)|blanb#1Ab#a}
b) P = {(a,b)|bla}

Add mega Q(—,Q o P és Q ® P-t relaciot!

Legyen Q,R,S C A x A, és vezessiik be az alabbi jelolést: ha X C A x A
tetsz6leges relacio, akkor X komplementere:

X ={(a,b) e Ax A|(a,b) & X}.

Igaz-e, hogy R

QORCS«+<—=QVeSCcR?
Igaz-e a fenti allitds nem-szigord kompozicio esetén?
Legyen @, R, S C A x A. lgaz-e, hogy

RCS = ROQCSEQ,
RCS = QORCQ®eS?

Legyen R és @ két rel4cid a természetes szadmok halmazan! R egy természetes
szamhoz rendeli 6nmagat és a kétszeresét, () egy paros természetes szamhoz a
felét.
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15.

16.

17.

18.

a) fd fel a két relaciot, és add meg az értelmezési tartoméanyukat!

b) fd fel az R relacio k. hatvanyat (k > 1) és ennek az értelmezési tartomanyat!
c) fd fel a Q o R relaciot és az értelmezési tartomanyat!

d) F=Q ® R! td fel az F relaciot és az értelmezési tartomanyat!

Legfeljebb ill. legaldbb milyen hosszi egy m és egy n hosszlsagu sorozat redu-
kaltjanak konkatenacidja, ill. konkatenacidjanak redukaltja?

Igaz-e, hogy egy « sorozat redukaltjanak projekcidja ugyanolyan hosszd, mint
az « sorozat redukaltja?

Igaz-e, hogy egy a sorozat projekcidjanak redukaltja ugyanolyan hosszi, mint
az « sorozat redukaltja?

Legyen A = N1 x N3 x N3 x Ny, B= Ny x Ny, ahol N; = N (i =1..4).

a = <(1,1,1,1),(1,2,1,1),(1,2,3,1),(1,2,3,4),
(5725374)5 (5775374)5 (5775 1074)5 >

a) pre(a) =?
b) red(prg(a)) =?



