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Kiterjesztések

Az el6z6 fejezetben bevezetilk a program és a feladatat fogalmat, és definialtuk az azo-
nos allapottéren levo feladat—program parok kozétt a megoldas fogalmat. A gyakor-
latban altalaban azonban a feladat és a program kiilonb&z6 allapottéren van: példaként
megemlithetjik azt az esetet, amikor egy feladat megoldaséara a programban tovabbi
valtozokat kell bevezetni, azaz a feladat allapotterét Gjabb komponensekkel kell b&vi-
teni.

A tovabbiakban tehat a program és a feladat fogalmat fogjuk altalanositani, és meg-
vizsgaljuk, hogy mit tudunk mondani a kiilénb6z8 allapottéren adott programok és fel-
adatok viszonyardl.

Az el6z6 fejezetben megismert megoldasfogalom elég egyszerli moédon leirja, mit
is jelent az, hogy egy program megold egy feladatot. Ezért ezt a megoldasfogalmat
megtartjuk, és megprobaljuk a kiilénbdzd allapottéren levd feladatot és programot egy
“kdzos allapottérre hozni".

3.1. A feladat kiterjesztése

Ha egy megoldé program allapottere b&vebb, mint a feladaté, akkor a feladat allapot-
terét kibdvitjik Gjabb komponensekkel, de értelemszeriien azok értékére nem adunk
semmilyen korlatozast.

6. DEFINICIO: FELADAT KITERJESZTESE
Legyen a B allapottér altere az A allapottérnek. Az F' C A x A relaciét az
F C B x B feladat kiterjesztésének nevezziik, ha

F'={(z,y) € Ax A| (prg(x),pra(y)) € F}.

Vegylk észre, hogy a feladat Kiterjesztése az 6sszes olyan A x A-beli pontot tartal-
mazza, aminek B-re vett projekcidja benne van F'-ben, azaz a Kiterjesztett feladat az Uj
allapottér-komponensekre nem fogalmaz meg semmilyen megszoritast.
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3.1. abra. Feladat kiterjesztése

3.2. A program kiterjesztése

A program kiterjesztésének definicidjaban az Uj komponensekre azt a kikotést tesszik,
hogy azok nem valtoznak meg a kiterjesztett programban. Ezzel azt a gyakorlati ko-
vetelményt irjuk le, hogy azok a valtozok, amelyeket a program nem hasznal, nem
véltoznak meg a program futésa soran.

\| 7.DEFINICIO: PROGRAM KITERJESZTESE

2 Legyen a B allapottér altere az A allapottérnek, és jeldlje B’ a B kiegészitd
alterét A-ra. Legyen tovabba S program a B allapottéren. Ekkor az S’ A-beli
relaciot az S program kiterjesztésének nevezzik, haVa € A :

S'(a) = {a € A | prp(a) € S(pre(a)) AVi € D, : prp (o) = prp(a)}

A fenti definici6 alapjan a kiterjesztett program értékkészletében csak olyan soro-
zatok vannak, amelyek “parhuzamosak” valamely sorozattal az eredeti program érték-
készletébol.

Vajon a kiterjesztés megtartja a program-tulajdonsagot? Erre a kérdésre valaszol
az aldbbi tétel.

\| 1. TETEL: PROGRAM KITERJESZTESE

Z Legyen a B allapottér altere az A allapottérnek, és jeldlje B’ a B kiegészité
alterét A-ra. Legyen tovabba S program a B allapottéren, és S’ az S kiterjesztése
A-ra. Ekkor S’ program.

A tétel bizonyitésa rendkivil egyszer, a feladatok kdzott szerepel.
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3.2. dbra. Program kiterjesztése

3.3. Kiterjesztési tételek

Az alabbiakban kdvetkezd tételcsoport a megoldas feltételeinek teljestilését vizsgalja a
kiterjesztett feladatok és programok kozott.

8. DEFINICIO: PROGRAMOK EKVIVALENCIAJA
Legyenek S; C A; x A1*, So C Ay x A3* programok, B altere mind A;-nek,
mind Ax-nek. Azt mondjuk, hogy S; ekvivalens Ss-vel B-n,

pre(p(S1)) = pre(p(S2)).

A fenti definicié annak formalis leirasa, hogy két program ugyanakkor terminal, és
ha terminal, akkor ugyanazt az eredményt adja.

A definiciénak egyszer(i kdvetkezménye az is, hogy a két ekvivalens program a
kozds altéren pontosan ugyanazokat a feladatokat oldja meg.

Valéjaban attdl, hogy két program ekvivalens — azaz megegyezik a programfiigg-
vénylk — egyéb tulajdonsagaik nagyon eltérék lehetnek. llyen — nem elhanyalgolhat6
— kilénbség lehet példaul a hatékonysagukban. Egyaltalan nem mindegy, hogy egy
program mennyi ideig fut és mekkora memoriara van sziiksége. Tehat az, hogy egy
program helyes (megold egy feladatot) még korantsem elegendd. A program ezen
jellemz6inek vizsgalata azonban meghaladja e kdnyv céljat és kereteit.

9. DEFINICI10: BOVITETT IDENTITAS
Legyen B altere A-nak, B' a B kiegészit6 altere A-ra, G C A x A feladat.
A G bvitett identitds B’ felett, ha V(a,a') € G : Ja" € A, hogy (a,a") €
G Aprp(a) = prp(a”) Apre(a’) = pr(a”).
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3.3. dbra. Bovitett identitas

Ez a definicio tulajdonképpen azt irja le, hogy a feladat altérre vett projekciojanak
— mint relaciénak — tartalmaznia kell az identikus leképezés megszoritasat a projektalt
feladat értelmezési tartomanyara. De lassuk a masodik tulajdonsagot!

10. DEFINICIO: VETITESTARTAS
2 Legyen B altere A-nak, G C A x A feladat. A G vetitéstarté B felett, ha
Vai,as € Dg : (pre(a1) = pre(az)) = (pre(G(a1)) = pre(G(az))).

: A

3.4. dbra. Vetitéstartas

A kiterjesztett feladatok és programok illetve az eredeti allapottéren lev6 feladatok
és programok kozotti kapcsolatokrol sz416 tételek kimondasahoz sziikséglink van még
egy definiciora:
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11. DEFINICIO: FELKITERJESZTES 4
Legyen B altere A-nak, G C A x A feladat, H C B . Azt mondjuk, hogya G &
félkiterjesztés H felett, ha prz' (H) C Dg.

3.5. abra. Félkiterjesztés

Az imént bevezetett definicidk segitségével kimondhat6k azok az allitasok, ame-
lyek a kiterjesztések és a projekci6 valamint a megoldas kdzdtti kapcsolatot vizsgald
tételcsoportot alkotjak.

2. TETEL: KITERJESZTESI TETELEK
Legyen B altere A-nak, B' a B kiegészit6 altere A-ra, S program B-n, FF C Q&
B x B feladat, S’ illetve F' S-nek illetve F-nek a kiterjesztése A-ra. Legyen
tovabba F C A x A olyan feladat, melyre prp(F) = F, és S C A x A**
pedig olyan program, amely ekvivalens S-sel B-n. Ekkor az alébbi allitasok
teljesulnek:

(1) ha S” megoldasa F'-nek, akkor S megoldasa F'-nek,
(2) ha S’ megoldasa F-nek, akkor S megoldasa F-nek,
(3) ha S megoldasa F'-nek, akkor S megoldéasa F-nek,

(4) ha S megoldasa F-nek és p(S) vetitéstartd B felett, vagy F félkiterjesztés
Dr felett, akkor .S megoldasa F'-nek,

(5) ha .S megoldasa F'-nek, akkor S’ megoldéasa F'-nek,

(6) ha S megoldasa F-nek és F bgvitett identitas B’ felett és vetitéstarto B
felett, akkor S’ megoldasa F-nek,

(7) ha S megoldéasa F-nek és p(S) félkiterjesztés Dy felett, akkor S megol-
dasa F'-nek.

Bizonyitas: Miel6tt sorra bizonyitanank az egyes tételeket, vegyiik észre, hogy a (4)
tételbdl kovetkezik az elsé harom, hiszen S’ ekvivalens S-sel B-n és p(S”) vetitéstarto,
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illetve prg(F') = F és F' félkiterjesztés Dp-en. Hasonlé meggondolasok alapjan a
(6) tételbdl is kovetkezik az (5) tétel, hiszen F” bvitett identitas B’ felett és vetitéstartd
B felett. Elegendd tehét a (4), (6), és (7) tételeket bizonyitani.

Tekintsiik el8szor a (4) tétel bizonyitasat: Legyen b € Dy tetszbleges. Ekkor

be Dr = Jda € Dy :pre(a) =b

megoldas
=

a E Dp(g)

Seky.S
=7 pra(a) € Dys)

tehat Dr C Dps), s igy a megoldas els kritériumanak teljestilését bebizonyitottuk.
Tekintslik most a masodik kritériumot: legyen b € Dy tetszlegesen régzitett. Ekkor

p®) = | pre@®) ()
pre(a)=b

Fo) = |J prs@)
pre(a)=b

Ha p(S) vetitéstartd, akkor legyen a € D4 olyan tetsz6legesen rogzitett elem, melyre
pre(a) = b. EKKor

p(8)(b) = pre(p(S)(a)) C pre(F(a)) C F(b)
Ha F félkiterjesztés, akkor prz' (b) C Dy, azaz
Va€e A:prp(a) =b=a € Dp
és igy a megoldas definicidja miatt
Va € A:prg(a) = b= p(S)(a) C F(a)
tehat

U »®)@c F(a)

pre(a)=b pre(a)=b

= me( U »®@)crs( U Fw)

pre(a)=b prae(a)=b

= U pse®@) < |J prsF@)

pre(a)=b pre(a)=b

= p(S)(b) C F(b)

és ezzel belattuk, hogy az S program megoldja az F' feladatot.
Nézzlik most a (6) tétel bizonyitasat.

1. DF g Dp(sl), ui.

Legyen a € D Ekkor prg(a) € Dp. Felhasznalva, hogy S megoldéasa F-nek,
pre(a) € Dy(s). A program Kiterjesztésének definiciojabol kovetkezik, hogy
ekkor a € Dy(sry.
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2. Ya € Dg: p(S")(a) C F(a), ui.
Legyen a € Dy tetszblegesen rogzitett, a’ € p(S’)(a). Ekkor — felhasznélva,
hogy S’ az S kiterjesztése — a’-re fennall az alabbi tulajdonsag:
pre(a’) = prp (a)

Legyen b’ = prg(a’). Ekkor &' € p(S)(prg(a)). Mivel S megodja F-et, ado6-
dik, hogy &' € F(prg(a)). Ekkor — mivel F vetitéstarto B felett és F a F
projekcidja — adddik, hogy 3a” € F(a) : prg(a’) = b'. Felhasznalva, hogy F
bévitett identitas B’ felett, 3a™ € F(a), amelyre

pre (@) = prp (a) és pre(a”) ="b"
Ekkor viszonta' = a™, azaz a’ € F(a).

Most mar csak a (7) allitas bizonyitasa van hatra:

(1) Legyena € Dpr. Ekkor a feladat kiterjesztése definici6ja alapjan prg(a) € Dp.

Mivel p(S) félkiterjesztés Dy felett, a € D, 5.

(2) Legyen a € D tetszlegesen rogzitett. Ekkor

pre(@) € Dr "B® p(S)(pra(a) C F(pra(a))
L s U pO@) € Fora@)

pre(z)=pra(a)

innét a feladat kiterjesztésének definicidja alapjan a prj(g_l) relaciét alkalmazva:

@< | pO)@) CFla)

pre(z)=pra(a)

Ezzel a (7) allitast is bebizonyitottuk. O

A gyakorlatban hasznalt kiterjesztéseknek, azaz az allapotér gyakorlatban el&for-
dulé bévitéseinek ezek a tételek adjak meg az elméleti hatterét. Ezen tételek fennallasa
garantalja példaul, hogy az 0j valtozé bevezetése nem rontja el a megoldast.

12. DEFINICIO: A MEGOLDAS ALTALANOSITASA 4
Legyen FF C A x A feladat és S C B x B** program. Azt mondjuk, hogy &
a S megoldasa F'-nek, ha létezik C &llapottér, aminek A és B is altere és S
kiterjesztése C-re F' C-re valo kiterjesztésének megoldésa.

A kiterjesztési tételekb6l kdvetkezik, hogy a definiciban a létezik helyett minden
is irhato.

3.4. Peldak

1.példa: A ={1,2,3},B=Ax{1,2,3}. FC Ax A F=1{(1,2),(1,3)}. Miaz
F Kiterjesztettje B-re?
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Megoldas: A feladat kiterjesztésének definicidja alapjan:

F={

2. példa: Adottaz I x LL &llapottérenaz F' = {((l, k), (I", k")) | k' = (I A k)} feladat,
ésaz A’ =L x L x V allapottéren (V = {1, 2}) a kdvetkez8 program:

S={ (i1, (iil,ih2, hi2)), (142, (192, hh1,4il)),
(142, (i12,4h2, hil, hi2)), (ih1,{ihl)),
(1h2,(ih2,4i1, hhl)), (hil,{hil, hh2)),
(hi2,{hi2, hil,ihl)), (hi2,{hi2, hh1, hh2}),
(hh1,{hh1,ih1)), (hh2,{hh2)) }
Megoldja-e S az F' A’-re valo Kiterjesztettjét?
Megoldas: fjuk fel az ' A’-re val kiterjesztettjét:
F'={ (#1,id1), (i5l,hdl),  (id1,4i2),  (4il, hi2),
(442,441), (442, hdil),  (442,412), (442, hi2),
(th1,ih1), (ih1,hh1), (ih1,ih2), (ihl,hh2),
(th2,ih1), (ih2,hhl), (ih2,ih2), (ih2,hh2),
(hil,ihl), (hil,hhl), (hil,ih2), (hil,hh2),
(hi2,ih1), (hi2,hhl), (hi2,ih2), (hi2,hh2),
(hh1,ih1), (hhl,hhl), (hh1,ih2), (hhl,hh2),
(hh2,ih1), (hh2,hhl), (hh2,ih2), (hh2,hh2) }

Az S program programfliggvénye:

p(S) ={ (il hi2), (ii2,41), (ii2,hi2), (ihl,ihl),
(ih2,hh1), (hil,hh2), (hi2,ih1), (hi2, hh2),
(hh1,ih1), (hh2,hh2) }

A megoldas definicioja ket pontjanak teljesilését kell belatnunk. Dpr C= Dy tri-
vialisan teljesil, hiszen mindkét halmaz a teljes allapottér. Vizsgaljuk meg most, hogy
Va € D : p(S)(a) C F'(a) teljestl-e!

p(S)(i1) = {hi2} C {iil, hil,ii2, hi2} = F(iil)

p(S)(i42) = {iil, hi2} C  {iil, hil, 2, hi2} = F(#i2)
p(S)(ihl) = {ihl} C {ihl,hhl,ih2, hh2} = F(ihl)
p(S)(ih2) = {hhl} C {ihl,hhl,ih2,hh2} = F(ih2)
p(S)(hil) = {hh2} C {ihl,hhl,ih2,hh2} = F(hil)
p(S)(hi2) = {ihl,hh2} C {ih1,hhl,ih2, hh2} = F(hi2)
p(S)(hhl) = {ihl} C {ihl,hhl,ih2, hh2} = F(hhl)
p(S)(hh2) = {hh2} C {ihl,hhl,ih2,hh2} = F(hh2)

Tehéat az S program megoldja az F' feladat kiterjesztettjét.



3.5. FELADATOK 2000-2001 33

3. példa: lgaz-e, ha S C B x B, A altere B-nek, akkor

Dpra(n(s)) = Pra(Dp(s))?
Megoldas: Prébaljuk meg az allitast kétirany( tartalmazkodas belatasaval bizonyitani.
DPT‘A (p(S)) Copra (Dp(S)) : Legyen a € DI)T‘A (p(S)) Ekkor

da’' € A: (a,a") € pra(p(9))
= 3(b,b') € p(S) : pra(d,b’) = (a,a’)
= b€ Dys) = pra(d) = a € pra(Dp(9)).

pTA(Dp(S)) C DPTA(I)(S)) :Legyena € PTA(Dp(s))- Ekkor

3b € Dy(s) : pra(d) = a
= AW e B:(bl)epS)
= (a,pra(t’)) € pra(p(s))
= a € Dpry(p(s)

és ezzel az allitast bebizonyitottuk.

3.5. Feladatok
1. A=NB=AxN FCAxAF ={@gr)|r=q+1} MiazF
Kiterjesztettje B-re?

2. lgaz-e, ha S C B x B** program, A altere B-nek, akkor S A x A-ra torténd
projekciodjanak kiterjesztése B x B-re azonos S-sel?

3. Bizonyitsuk be, hogy egy program kiterjesztettje valéban program!

4, A=Ay x Ay x---x A,. Mondjunk példat olyan programra, amelynek egyetlen
valddi altérre vett projekcidja sem program. (A, =N,k =1,...,n).

5. Legyen A altere B-nek, F C A x A, F" C B x B, F' az F Kkiterjesztettje B-re.
Igaz-e, hogy

a) ha F = pra(F"), akkor F'" az F kiterjesztettje?
b) F' = prT(F) 20l F = pr (F) ?

6. Legyen F C AxA,F' CBxB,F" CCxC,F" C DxD,ahol B=AxAj,
C=AxA3,D=AxA; x Ay, éslegyen F', F", F'" az F kiterjesztése rendre
B-re, C-re, D-re. lgaz-¢, hogy F'" az F" kiterjesztése D-re? Add meg az F' és
az F" kozotti kapcsolatot a projekcio és a kiterjesztés fogalmanak segitségével!

7. Bés C altere A-nak. FF C Ax AJ)F;, C BxB,Fb C(CxC. FpazF
projekcioja B-re. F' az F, kiterjesztése A-ra. lgaz-e, hogy az F; feladat A-ra
vald kiterjesztettjének C-re vett projekcidja megegyezik F»-vel?
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