Bevezetés a programozashoz .

Feladatok

2006. szeptember 15.

1. Alapfogalmak

1.1. példa:irjuk felaz A x B, A x C, (A x B) x C, ésA x B x C halmazok elemeit,
had = {0’ 1}’ B = {17 2, 3}a C= {pa Q}!

1.2. példa:LegyenR C {1,2,3,4,5} x {1,2,3,4,5}.

R={(1,2),(1,4),(2,1),(3,4),(3,3),(3,5),(4,5)}.

a) Mi arelacio értelmezési tartomanya és értékkészlete?

b) Determinisztikus-e, illetve fliggvény-e a relacio?

¢) Mi R 0.,2. hatvadnya, miR inverze?

d) Mia{4,5} halmaz inverz képe, illetvésképe?

e) Hany eleme valR értékkészlete hatvanyhalmazéanak?
1.3. példa:Megadhato-e valamilyen dsszefliggés éfhalmaz inverz képének képe
és aH halmaz kozott?

1.4. példa:LegyenRk C Ax B, P,Q C B.Hogyan lehetne jellemezni d (P U Q)
és azR~1(P N Q) halmazt azR~1(P) ésR~1(Q) halmaz segitségével?

1.5. példa:LegyenekF C A x B,G C B x C. lgaz-e, hogy
(Go F)(—l) = D o129

1.6. példa:LegyenekF C A x B,G C B x C. lgaz-e, hogy
VWWCC:(GoF) N Y)=F (G (Y))?

1.7.példa:W = Ny x Na x Ng.aw € W**,aholN; =N (i =1,2,3). a7 = (1,1,1).
Az o sorozat tovabbi elemeit Ggy kapjuk meg, hogy a pontok koordinatait &z els
koordinataval kezdve ciklikusan 1-gyel néveljiled (prn, x v, () =?
1.8. példa: Legyen A = {1,2,3,4,5} és R C A x A R =
{(1,2),(1,4),(2,1),(3,4),(3,3),(3,5),(4,5)}. Mi lesz R lezéartja és Kkorlatos
lezartja?
1.9. példa:

A=1{1,2,3,45}, RC Ax A. R={(1,2),(1,5),(2,5),(3,2),(3,4), (5,2)}.
[7] = {1,2,3,4}. Irjuk fel a relacié feltételre vonatkoz6 lezartjat!
1.10. példa:Van-e olyan nem Ures relaci6 ésfeltétel, hogy a relacio lezéartja tUres
halmaz, és & feltételre vonatkoz6 lezartja azonos a relaciéval?

1.11. példa:R C Ny x N.

[ {a—2}, haa > 1;
R(a) = { (2¢ |k €N}, haa= 1.

Mi az R relacio lezartja és korlatos lezartja?



1. Alapfogalmak

1.1. Legalébb, illetve legfeljebb hany eleme van egelemi és egy. elem{ halmaz

— metszetének; — egyesitésének;
— Descartes-szorzatanak; — kilénbségének?

1.2. Bizonyitsa be, hogyf C A x B esetén
- (V(a,b),(c,d) € H: (a,d) e H) & (3K CA: 3ILC B: H =
K x L);
— ha H nem lres, akkor K és L egyértelmd.

1.3. R C A x B. Mivel egyenb R~1(B)?

1.4. R={((z,y),(x+v,y)) | z,y e N}. MiaH = {(a,b) | a,b € Nésa+b < 5}
halmaz inverz képe, illetvésképe?

15. R = {((z,9),(z +y,9) |,y € N}U{((2,9), (z —y,9)) | 2,y € N}. Mia
H {(a,b) | a,b € Nésa + b < 5} halmaz inverz kepe illetvésképe?

1.6. R = {((z,y), (f(z,¥),y)) | =,y € N}, aholf : NxN — N.Mia H =
{(a,b) | a,b € N ésa + b < 5} halmaz&sképe, illetve inverz képe?

1.7. R C A x B,Q C B. Van-e valamilyen 6sszefiiggés Bz (B \ Q) halmaz és
azA\ (R71(Q)) halmaz kozott?

1.8. Készitsen olyan nem Ures relaciot, amelyre igaz, hogy értékkészlete minden
valodi részhalmazanaisképe tres halmaz!

1.9. LegyenF,G C Nx N Y ={1,2}. F = {(a,b) | bla ésb # 1ésb +# a}.
G = {(a,b) | 2|a ésa = 2b}.

GoF =? GoF="
FEY oGt =2 FYGETYY)) =?
(GoF)™H(Y)=? (GoF)=V =?

1.10. Legyend = {1,2,3,4,5}, RC Ax A, R ={(1,2),(1,4),(2,1),(3,4), (3, 3),
(3,5), (4,5)}, f C AXLésf = {(1,0), (2,0), (3,7, (4, ), (5,1)}. Mi f, lletve

(f o R) igazsaghalmaza és gyenge igazséghalmaza’>
1.11. R,Q C A x A. Igaz-e, hogy R ® Q) ™" = Q=Y o RC1?

112.F C Ax B,G C B x C.lgaz-e, hogywY C C : (Go F)"'(Y) =
F~L(G7L(Y)). Igaz-e az allitds, h& vagy F fuggvény?

1.13. F C A x B,G C B x C. lgaz-e, hogyG © F)(=1) = p(=1 o (-1 Igaz-e
az allitas, har vagy F fuggvény?

1.14. Mi az 6sszefliggés két relaci6 kompozicidjanak értelmezési tartoméanya és
ugyanezen két relacio szigoru értelemben vett kompozicidjanak értelmezési tar-
tomanya kozo6tt?



1.15.

1.16.
1.17.
1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

Készitsen olyan nem UreR relaciét ésf logikai fliggvényt, hogyf o R
igazsdghalmaza Ures legyen!

R C A x A.lgaz-e, hogyR(-1)? = (R?)(-1?

RC Ax A.lgaz-e,hogWWH C A: R-Y(R™Y(H)) = (R?>)"1(H)?
P.Q CNxN.Q={(a,b) | 2|a ésbla és prim(b)}.

a) P ={(a,b) | bla ésb # 1 ésb # a}

b) P ={(a,b) | bla}

Adjameg aQ(~") Qo P ésQ ® P-t relaciot!
HCAxB,GCBxC,F CC x D.lgazak-e az aldbbi allitdsok?

a) Haa € Dgoy N Do, akkorG o H(a) = G @ H(a).

b) Deon € Dgon-

¢) (Vae€Dy:|H(a)|=1)=GoH=GOoH.

d) Do =B=GoH=GOH.

AsszociativitasH C A x B,G C B x C,F C C x D. lgazak-e:
(FoG)oH = Fo(GoH),
(FOG)GH = FO(GOH)?

Legyen@,R,S C A x A, és vezessik be az aldbbi jelolést: XaC A x A
tetsdleges relacio, akkak komplementere:

X ={(a,b) € Ax A|(a,b) & X}.

Igaz-e, hogy L
QORCS—Q"VeoSCR?
Igaz-e a fenti allitds nemszigord kompozici6 esetén?
Legyen@, R, S C A x A. lgaz-e, hogy
RCS = ROQCSOQ,
RCS = QORCQOS?

LegyenR és(@ két relacié a természetes szamok halmaZéepy természetes

szadmhoz rendeli 6nmagat és a kétszerggdtgy paros természetes szdmhoz a
felét.

a) Irja fel a két relaciot, és addja meg az értelmezési tartomanyukat!

b) irjafel azR relaciok. hatvanyatk > 1) és ennek az értelmezési tartomanyat!
c) irjafel aQ o R relaciot és annak értelmezési tartomanyat!

d) F = Q ® R. Irjafel azF relaciot és az értelmezési tartomanyat!

FCAx B,GC BxC.lgaz-e, hogy:
a) Door = F~'(Da),



1.25

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33

b) DGOF = F_I(Dg)?

. P C Ny xNy. P={(a,b) | blaésb # 1ésb # a}. Milesz P lezéartja és
korlatos lezéartja?

RCNxN.R={(a,b)| blaésb#1ésb#a}. [r]|={x|FkeNy:2=

2k Irjuk fel az R| . relaciot, lezartjat és korlatos lezartjat!

Adjunk példat olyan nem Ures relaciora, amelynek lezartja Ures halmaz, és van

olyanr feltétel, hogy a relacio feltételre vonatkozé lezartjanak értelmezési tar-
tomanya megegyezik az eredeti relacié értelmezési tartomanyaval!

R C A x A. Tegyuk fel, hogy azR értelmezési tartomanya egyénhz
R értelmezési tartomanyanak-re vonatkozdédsképével. Mit mondhatuni®
lezartjarél?

RQN()XN().

[ {a-3}, haa > 2;
R(a) = { {3k|keN}, haa=1.

Mi az R relacié lezartja és korlatos lezartja?

R C NxN. Az Rrelécié minden dsszetett szdmhoz a legnagyobb valddi osztéjat
rendeli. Legyeny

a) egy rogzitett 6sszetett természetes szam!
b) egy rogzitett primszam!

LegyenP,(a) = (3k € N : a = ¢*)! Mi lesz az R relaci6 P, feltételre
vonatkozo lezartjanak értelmezési tartomanya?

R Q NQ X No.
{b|FkeNp: b=2k+1}, hax # 0 ész paros
) {z =1}, haz > 7 ésx péaratlan
R(z) = {0}, haz = 1;
{7}, haz = 0.

Mi lesz R lezartja és korlatos lezartja?

R legyen az 1.29. feladatban adott relaci¢k) = (k paratlan szam Adja meg
az R|, relaciét, lezartjat és korlatos lezartjat!

. lgazak-e az alabbi allitasok?
a) Haa € Dy N D, akkorR(a) = R(a).
b) D= C Dg.

c) Ha azA halmaz véges éB C A x A, akkorR = R.
d) HaA megszamlalhatéan végteleR,C A x A, és
Vae A: (3n(a) € Ny : |R(a)] < n(a)) = R =R.



1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

LegyenR C Ny x Np.

R(z) = {b]b > 0 ésb < x és2|b}, hax pératlan;
T e -1, haz paros;

m(x) = (xz paros természetes szanMi az R relacié = feltételre vonatkoz6
lezartja és korlatos lezéartja?

Legfeljebb, illetve legalabb milyen hosszl egyés egyn hosszUsagu sorozat
redukéltjanak konkatenacidja, illetve konkatenaciojanak redukaltja?

Igaz-e, hogy egyr sorozat redukaltjdnak projekciéja ugyanolyan hosszu, mint
az« sorozat redukaltja?

Igaz-e, hogy egyr sorozat projekciéjanak redukaltja ugyanolyan hosszu, mint
az« sorozat redukaltja?

LegyenA = Ny X No x N3 x Ny, B= Ny x Ny, aholN; = N (Z = 14)

@ = <(17171’1)7(172’1’1)7(172a3717(1327374)7
(5,2,3,4)7 (5,7,374)7 (5, 7, 10,4), (5,7, 10, 14), cee >

a) prp(a) =?
b) red(prg(a)) =?



2. A programozas alapfogalmai

2.1. példa:Legyend; = {1,2}, As = {1,2}, A3 ={1,2,3,4,5}, A= A; x Ay X
As. F = {((a,b,c),(d,e, f)) | f = a+b}. F(1,1,1) = ? Hany olyan pontja van az
allapottérnek, amelyekhez a feladat ugyanazt rendeli, mifit, @z 1)-hez?

2.2. példa:Legyend = {1,2,3,4,5},S C A x A**.

S={ (1,(1251)), (1,(14352)), (1,(132...)), (2,(21)),
(2, (24)), (3,(333333...)), (4,(41514)), (4, (431251)),
(4, (41542)), (5, (524)), (5, (534)), (5,(5234))  }
F={(2,1)(2,4)(4,1) (4.2) (4,5)}.

a) Adjuk megp(S)-t!

b) Megoldja-eS a feladatot?
2.3. példa: Fejezzik ki a programok uniéjanak programfliggvényét a programok
programfuggvényeivel!

2.4, példa:LegyenF; ésF, egy-egy feladat ugyanazon az allapottéren! Igaz-e, hogy
ha minden program, ami megoldaBanek, az megoldash;,-nek is, és minden prog-
ram, ami megoldash,-nek, az megoldash; -nek is, akkorF; ésF, megegyeznek?

2.5. példa: F; C F,. Az S program megoldjds-t. Igaz-e, hogys megoldjar’ -et is?

2.6. példa: LegyeneksS; ésS, C A x A** programok,F" C A x A pedig feladat.
Tegylk fel tovabba, hogy; C S, ésS, megoldja azF' feladatot. Igaz-e, hogy;
megoldjaF-et?



2. A programozas alapfogalmai

2.1. Legyend = {Q,®,¥,0,T'}, S C A x A**,

S=1{ (Q,(Q30Q), (2(Q0UT),  (Q(QTd...)),
(@, (BQ)), (T, (76)), (T, (PTTTTT ... ),
(0,(60r06)), (0,(eT0srQ)), (,(eNred)),

I, (Fow)), I, (), (I, (Fowe)) }

F={(®9)(2,¥)(6,2)(6,2)(0,0)}
a) Adjuk megp(S)-t!
b) Megoldja-eS az F feladatot?
2.2. LegyenS program,F' olyan feladat, hogy megoldasa -nek. Igaz-e, hogy

a) haF nemdeterminisztikus, akkdf sem az?
b) haF determinisztikus, akkaf is az?
¢) haF nemdeterminisztikus, akkei(S) sem az?
d) hap(S) determinisztikus, akkoF is az?
e) haF’ determinisztikus, akkos(S) is az?
f) haS nemdeterminisztikus, akkexS) sem az?
2.3. lgaz-e, hogy(S) értelmezési tartoménya éppdri 6sképeS-re nézve?
2.4. Mondhatjuk-e, hogy ag program megoldja a# feladatot, ha igaz a kbvetkéz
allitas:
q € Dp = S(q) € A" ésp(S)(¢) € F(q)?
25. LegyenA =N x N, I, F; C A x A.
By ={((u,v), (,9) | ylu},
Fy ={((w,v), (z,y)) |z = u ésy|u}.
Ugyanaz-e a két feladat? (Van-e valamilyen 6sszefliggés kdzottiik?)

2.6. FF C A x A. Sy, S, programokA-n. Az S és azSs is megoldja aZ' feladatot.
lgaz-e, hogy a& = (S; U Sy) program is megoldja aZ' feladatot?

2.7. Tekintsik a kdvetkéz szbévegesen megadott feladatot: Adott egy sakktabla és
két rajta 16¥ bastya helyzete. Helyezziink el a tablan egy harmadik bastyat ugy,
hogy az mindketinek az tésében alljon! Készitsik el a modellt: irjuk fel az
allapotteret és aZ’ relaciot!

2.8. Tudjuk, hogyS megoldjaF-et (azA allapottéren). Igaz-e, hogy liac A, akkor
S(a) £ A" vagyp(S)(a) € F(a) = a ¢ Dp?

2.9. LegyenF' C A x A egy feladat é$ C A x A** egy program. Jeloljul’ P-vel
azt a relaciét, amely” ésp(S) metszeteként all 8l Igaz-e, hogy

a) haDpp = Dr, akkorS megoldjaF-et?
b) hasS megoldjaF-et, akkorDpp = Dp?



3. Specifikacio

3.1. példa: Legyen A = {Bach, Bartdk, Kodaly, Liszt, Mozart, Vivaldi}, S C
A x A** program.

S={ Vivaldi — (Vivaldi, Bach), Bach — (Bach, Mozart),
Bach — (Bach, Liszt, Barték), Mozart — (Mozart,Vivaldi),
Liszt — (Liszt, Bartdk), Kodaly — (Koddly, Mozart),
Barték — (Bartdék, Bach, Liszt)}

Legyen tovabb4 aRk : A — L éllitas:
Ve € A: R(x)= (z magyaj.
Mi lesz a fenti progran?-hez tartozé leggyengébbiéeltétele?

3.2. példa:LegyenH,, Hs : A — L. lgaz-e, hogy ha mindefi C A x A** programra
If(S,Hy) =1f(S, Hy), akkor[H,] = [H31?

3.3. példa:Specifikaljuk a kovetkezfeladatot:A =L x L, F C A x A,

F={(1k),mmn) | n=kAm=(Ak)

3.4. példa:LegyenF C A x A, S C A x A** program,B egy tetsbleges halmaz.
Legyenek tovdbbd; C A x B ésF, C B x A olyan relaciok, hogy’ = F5 o F,
valamintvb € B:

(@] = F'(v),
[Ry] = Fa(b).

lgaz-e, hogy hab € B : Q, = 1f(S, R), akkor S megoldjaF-et?



3. Specifikacio

3.1.

3.2.
3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

Legyend = {1,2,3,4,5},5 C A x A**.

S=1{ (1,(1251)), (1,(14352)), (1,(132...)), (2,(21)),
(2,(24)),  (3,(333333...)), (4,(41514)), (4, (431251)),
(4, (41542)), (5, (524)), (5.(530), (5.(234)  }
és[R] = {1,2,5}. Irjafel az[lf(S, R)] halmazt!

Mivel egyend i f (S, [gaz)?
LegyenA tetsdleges allapottér); : A — L (i € N). Igaz-e, hogy ha

VieN: Qi = Qit1,

akkor
(FneN: [f(S,Q,)=1f(S,(IneN: @Q,))?

lgaz-e, hogy haf(S1, R) = 1f(Ss, R), akkorlf(S; U Sa, R) = 1f(S1,R) V

Igaz-e, hogy halz,y € A: z & [If(S1, P({y})] & = € [Lf(S2, P({y}))],
akkoer(Sl) = Dp(Sz)?

S1, 52 C Ax A** programok. Igaz-e, hogy heH : A — L esetérif(S,,H) =
1f(S2, H), akkorS; ekvivalensSs-vel?

A=N.5CN x N,

S={(a,<a--->)|a=1 mod (4)}
U{(b,< b>),(b,<b,b/2>)|b=2 mod (4)}
U{(e, < ¢,2¢>) | c=3 mod (4)}
U{(d,< d,d/2>)|d=0 mod (4)},
H(x) = (z paros szam [If(S,H)] =?
AdottazA = V xV xLL éllapottér(V = {1,2,3}) ésaB = V xV paramétertér,
tovabba azZ, ésF; feladatok.
Fy ={((a1,az2,1), (b1,b2,k)) | k = (a1 > az)},
F; specifikacidja pedig:
A=V xV xL
a1 a9 l
B=VxV
ap  dh
Q: (a1 = af Nag = dh)
R:(QAL=(d; > ab))

Azonosak-e aZ", ésF; feladatok?



3.9. Tekintsuk az alabbi két feladatdt; specifikacidja:

A=7Z X7

z Y
B =7

JU,
Q:(x=2a)
R:(QNz=ly-yl)

F,={((a,b),(¢,d)) |c=aAn|d|-d=c}.
Megadhat6-e valamilyen dsszefligggses F» kozott?
3.10. irja le szévegesen az alabbi feladatot. Leger?. — Z,

A=7 x7Z x Ny

m n l
B=7 x Z
m n

Q:(m=m'An=n"Am <n),
R:@nt= 3 g,
aholg : Z — {0,1},

sy = { b Il £0) < 1)

0 kulénben

3.11. lgaz-e a specifikacié tételének megforditasa?{Haegoldjar-et, akkorvd
B: Qp=1f(S,Ryp))

3.12. Tekintsiik az alabbi feladatot:

A=7 x7Z
k- p

B =7
k,/

Q: (k=K A0<E)
R:(Q Aprim(p) AVi > 1:prim(i) — |k — i > |k —p|),
aholprim(x) = (x primszan.

Mit rendel a fent specifikalt feladat az= (10,1) és ab = (9,5) pontokhoz?
Fogalmazza meg szavakban a feladatot!

313. A= N x N x N

T Y z
B= N x N

xz yl
Fl,FQQAXA

Fy specifikacioja:
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Q:(x=a"Ny=1Y)

R:(z=a0d"Ny=y AN|zNy|zAVjeN: (&|FAY]5) — 2|5)
Fy ={((a,b,¢c),(d,e, f)) | a=désb=ecésfla-bésalf ésb|f}
Megadhat6-e valamilyen dsszefiiggésés Iy kdzott?

3.14. Adott egyf : Z — Z fuggveény.
A= 7 x Z x Z

m n i
B= 7Z x 7Z

m’ n
Fl,FQ QAXA

F specifikacioja:

Q:(m=m'An=n')
R:im=m'An=n'ANi€[m.n]AVj€E[m.i—1]: f(5) < fi)A
Vj€eli.n]: f(4) < f(2)

Fy specifikacioja:
Q:(m=m'An=n)
R:(ie[m .nAVjem .n]: f() < f(i)).
Azonos-e a két feladat?
3.15. Specifikaljuk a kovetkéefeladatot:A = N ésv : N — {0,1}.
FCAXAF={(s,8)]s = kilv(k)}
3.16. Keressik meg egy természetes szadm egy osztojat.
3.17. Keresslk meg egy Osszetett természetes szam egy valodi osztdjat.
3.18. Keressik meg egy természetes szam egy valodi osztojat.
3.19. Keressik meg egy természetes szam dsszes valodi osztojat.
3.20. Keressik meg egy természetes szam legnagyobb primosztojat.

3.21. Allapitsuk meg, hany valodi osztdja van egy természetes szamnak.

3.22. Keressuk agn..n| intervallumban az etsolyan szamot, amelyiknek van valodi
osztoja.

3.23. Keressik afm..n] intervallumban azt a szadmot, amelyiknek a legtdbb valodi
osztoja van, de nem oszthat6 6-tal.

3.24. Az[m..n] intervallumban melyik szdmnak van a legtdbb valodi osztdja?

11



4. Kiterjesztések

4.1. példa:B = {1,2,3},A=B x {1,2,3}. F C Bx B.F ={(1,2),(1,3)}. Mi
az F kiterjesztettjeB-re?

4.2. példa:Adott azL x L allapottéren az’ = {((I, k), (m,n)) | n = (IAk)} feladat,
ésazAd’ =L x L x V &llapottéren{ = {1, 2}) a kbvetked program:

S ={ (i1, (iil,ih2, hi2)), (ii2, (ii2, hh1, iil)),

(ii2, (ii2,ih2, hil, hi2)), (ih1,(ih1)),

(ih2, (ih2, i1, hh1)), (hil, (hil, hh2)),

(hi2, (hi2, hil,ih1)), (hi2, (hi2, hh1, hh2)),
(hh1, (hh1,ih1)), (hh2, (hh2)) }

Megoldja-eS az F' A’-re valo kiterjesztettjét?
4.3. példa:lgaz-e, hogy h& C B x B, A altere B-nek, akkor

Dyratp(s)) = Pra(Dy(s))?
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4. Kiterjesztések

4.1.

4.2.

4.3.
4.4,

4.5.

4.6.

4.7.

B=NA=BxNFCBxB. F={¢r)|r=q+1}. MiazF
kiterjesztettjed-ra?

lgaz-e, hogy haS5 C A x A** program,B altere A-nak, akkorS B x B-ra
tortérd projekcidjanak kiterjesztésé-ra azonoss-sel?

Bizonyitsuk be, hogy egy program kiterjesztettje valéban program!

A=A x Ay x---x A,. Mondjunk példat olyan programra, amelynek egyetlen
valodi altérre vett projekciéja sem prografal, = N,k =1,...,n).

LegyenA altereB-nek,FF C A x A, F"" C B x B, I’ azF kiterjesztettjeB-re.
Igaz-e, hogy

a) haF = pra(F"), akkor F" az F kiterjesztettje?
b) F' = prl (F) 2ill. F/ = pr"(F) ?

LegyenF C Ax A, F' C BxB,F" CCxC,F"” C DxD,aholB = Ax A,
C=AxAy,D=AxA; x Ay, éslegyent”’, ", """ az F kiterjesztése rendre
B-re,C-re, D-re. lgaz-e, hogy""’ az F" kiterjesztéseD-re? Adja meg aZ” és

az F"" kozotti kapcsolatot a projekcié és a kiterjesztés fogalmanak segitségével!

B és(C altered-nak. F C Ax A F;, C BxB,Fb, C(CxC.F azF
projekcidja B-re. F' az I kiterjesztéseA-ra. lgaz-e, hogy a#’ feladatA-ra
valo kiterjesztettjenek’'-re vett projekcioja megegyezik,-vel?
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6. Programkonstrukciok

6.1. A=1{1,2,3,4,5,6}. [m] = {1,2,3,4}. [m2] = {1,3,4,5}.

S1={ 1-14 1-12... 252132 3—36
4—463 4—451 5—563 6—612 1,

So={ 1-134 1-121 2—2132... 3—36
4—463 4—451... 5—5632 6—61... }.

Adja meg az(Sy;S2), [F(m : Si,m : Ss), DO(m,S1) programokat és a
programfliggvényeiket!

6.2. LegyenA = {1,2,3,4,5,6}, [m1] = {1,2,3,4}, [m] = {2,3,4}, [m3] =
{1,4,6} és

S ={ 1-12... 2-23 3—3456
4—463 5—53 6—62 I3

So={ 1-12 2—24 3—3...
4—43 5—5H 6—61 },

Ss={ 1-12  2-2... 3-31
4—-432  5—5... 6—63... }.

Milesz IF(my : S1, 72 : So, 73 : S3), DP(IF),p(IF)?

6.3. LegyenS; és.S, egy-egy program az éallapottéren. lgaz-e, hogy, o 7 o S;
megegyezik Sy; Sa)-vel?

6.4. S = (S51;52). lgaz-e, hogy

a) Dy(s) = [Lf(51,P(Dp(s,)))1?
b) tetsdlegesR utdfeltételrel f((S1;S2), R) = 1f(S1,1f(S2, R))?

6.5. Van-e olyan program, amely felirhaté szekvenciaként is, elagazasként is, és
felirhato ciklusként is?

6.6. lgaz-e, hogy minden program felirhaté szekvenciaként is, eldgazasként is, és
felirhato ciklusként is?

6.7. [F = (71 : S1,...,m : Sp). Igaz-€, hogyDp,;ry = U ([7r] N Dp(s,))?
k=1

6.8. LegyenS;, Ss, ..., S, programA-n! I[F = (m : S1,...,7 : Sp). S =51 U
SoU- - -US,,. Keressunk olyam,, feltételeket és;, programokat, hog®,,(; ) =
A éS'Dp(S) = (!

6.9. IF = (71 :51,...,mp :Sp). 8 =5USU---US,. lgaz-e, hogy(I F) része
p(S)-nek?

6.10. |gaZ'e? Hal ' = (7T1 : 51,7'('2 : 52), akkoer([F) = (|—7T1—| N ’—7T2~‘ mDp(Sl) N
Dp(s2)) U (Dpsyy N (I ]\ [m21])) U (Dpcsy) N ([m2] \ [m1]))?
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6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

A={1,2,3,4}.
(IF)
i=1 i<2

1:=21 SKIP

Milyen sorozatokat rendedy, Sy, [ F' az allapottér egyes pontjaihoz?
S = (51;52). S1 megoldjaF;-et, ésS; megoldjaFs-t. Megoldja-eS az
a) ' = F; o F; feladatot?
b) F = F; © F feladatot?

S = (51;52). S megoldasa agF» © F,) feladatnak.
Megoldja-eS; az F-et, illetve S, az F>-t?

IF = (7 : S1,...,m : Sp). FF C A x Afeladat.Vk € [1..n] : Sy megoldja
az F'|r,, feladatot.

a) IF megoldja-e aZ’ feladatot?

b) IF megoldja-e aZ’ feladatot, har; vV mo VvV - - - V 7, =igaz?

c) IF megoldja-e az" feladatot, haDr C [m Vo V-V 7,2

IF = (w1 :51,...,m : Sy). FF C A x Afeladat.] F megoldja azF' feladatot.
lgaz-e, hogwk € [1..n] : Sy, megoldja azF|, feladatot?

IF = (m : S1,...,mn : Sp). F1,...,F, C A x AfeladatVk € [1..n] : S
megoldja azF), feladatot. Megoldja-é F azF = F; U - - - U F,, feladatot?

IF = (m :S1,...,7n : Sn). F C A x Afeladat.] F megoldja azF' feladatot,
és[m|U---Ulm,| C Dr.Igaz-e, hogyk € [1..n] : S} megoldja azF|r,
feladatot?

IF = (m : S1,...,mp : Sn). F1,...,F, C A x Afeladat.Vk € [1.n] :
Dp, C [m], ésS, megoldja azF, feladatot.F' = F; U --- U F),. Megoldja-e
IF az I feladatot?

|gaZ'e, hOg)JFl = (71'1 : Sl,’frz : 52) éSIF2 = (71'1 : Sl,’frl ATo : S US27’/T2 :
Sa)

a) egyend?
b) ekvivalens?

LegyenIF34 = (71'3 : 53,71'4 : S4), IF, = (7T1 : 51,7'('2 : IF34), IF, = (71'1 :
S1,ma A g+ S3,ma Ay 1 Sy)t lgaz-e, hogyl Fy ésiF,

a) egyend?
b) ekvivalens?

F C Ax Afeladat.S, programA-n. Sy megoldjaF’-et. Megoldja-e @O(r, Sp)
program azF’ feladatr-re vonatkozé lezartjat?
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6.22. LegyenDO = (w, S)! Igaz-e, hogy
a) p(DO) C p(9)?
b) p(S) € p(DO)?

623 A = NO X NO

S=((E:=0,DO0G #n,IF(2li: i:=i4+1, 2 fi : i:=1i+2))))

1:=0
i1#n
2| 2 fi
1:=1+4+1 1i=1+2

Milyen sorozatokat rended a (2, 4), illetve a(3, 7) ponthoz?
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7. Levezetési szabalyok

7.1. Tegyik fel, hogy teljesul a ciklus levezetési szabalyanak mind az ¢t feltétele, és
Q) igazsadghalmaza nem Ures. Lehet-e Ures a
a) [P A R] halmaz?
b) [P A =7 A R] halmaz?
7.2. Tegyuk fel, hogy teljesul a ciklus levezetési szabalydnak mind az 6t feltétele,

és(Q A m) igazsaghalmaza nem Ures. Lehet-e Ure& @8y, P) éslf(DO, R)
igazsaghalmazanak metszete?

7.3. Tegyik fel, hogy teljestl a ciklus levezetési szabalyanak mind az 6t feltétele.
Legyeng = p(So)|r~ €sq € [P] N [x]. Igaz-e, hogy
a) Vk € No: g*(q) C [P]?
b) b€ g*(g) N [7] N [P] = £(b) < t(q) — k?
¢) glm = p(So)|7?
d) 3k € Np: k <t(q) ésg*(q) C [-7]?
7.4. LegyenS = (51;52) ésQ, Q' ésR olyan allitasok, amelyekre
Q = lf(S7 R)7Q/ = lf(SQaR)vQ = lf(Sva/)

Lehetséges-e, hogy?| N [R] = 0 és[Q] N [Q'] # 0 és[Q'] N [R] # 0?
Indokolja, ha nem, és irjon ra példat, ha igen!

75. A= 7Z x N()

T Y
B= 7 x No

a,:/ y/
Q: (z=a"ANy=Y)
R: (x=a2"—y Ny=0)

SO - {((x,y),< (:L’,y),((L’ - ].,y),(l'* 1ay7 1) >) | S ZéSy € N}U
{((2,0), < (2,0) >) | z € Z}
DO = {((z,y),< (%,y),(z = 1,y),(z - L,y —1),(z -2,y — 1),
(x—2,y—2),....(z—y+11),(z—y,1)(x —y,0) >) |
x €Zésy € Ny}
Megjegyzés: AZx,0) parhozl hossziséagu, az:, 1) parhoz3 hosszlsagu, az
(z,2) parhozb hosszlsagu sorozatot rendel a program.
Tudjuk, hogyDO = (=, Sy) valamilyenr-re. lgaz-e, hogy talalhat6 olyah
allitas ést : A — Z fuggvény, hogy a ciklus levezetési szabalyanak feltételei
teljesiinek, és ha igen, adjon meg egy megéetet, P-t ési-t!

76, A= Z x Z x Z x Z x Z

k T ) a b
B= 7 x Z
a’ v

S=(k:=5UFa>b:z:=a—-ba<b:z:=b—a)i:=i+1))
Q:(a=d ANb=V Nie[0.1]Aa—Db|>10)
R:(a=ad Ab=V ANk-i<x)

Bizonyitsuk be, hogy) = 1f(S, R)!
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8. Elemi programok

8.1. A =1{1,2,3},B = {a,b},C = A x B. LegyenS programA-n, S = {1 —

8.2.

8.3.

8.4.

(1),2 — (2222...),3 — (31)}.
LegyenS; az S kiterjesztése’'-re, M pedig olyan progrand’-n, hogy M ekvi-
valensS-sel A-n.

(a) Elemi program-&?

(b) Elemi program-¢51, és biztosan elemi programaé?
Tekintsik az alabbi allapotteret:
A=NxN

T Y

Miaz (z,y) := F(z,y), F = (F1, F), Fi(z,y) =y, Fa(x,y) = z,azaz az

F(p,q) ={be A|z(b) = ¢ Ay(b) = p} értékadaR = (z < y) uttdfeltételhez
tartozé leggyengébb &eltétele?

Legyen A tetsdleges allapottér. Melyek azok a feladatok4n, amelyeknek
megoldédsa & K I P program?

Legyen A tetsdleges allapottér. Melyek azok a feladatok4n, amelyeknek
megoldasa a2 BORT program?
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10. A tipus

10.1. példa:A tipusértékek halmaza legyen a magyar abécé maganhangzoi: { a, 4, e, &,
i,i,0,0,06,6,u,U,0,0}. Szeretnénk tudni, hogy egy adott maganhangzoénak melyik a

(révid, illetve hosszu) parja. Legyen egy olyan tipusmuveletiink, amely erre a kérdésre
valaszt tud adni. Az elemi tipusértékek halmaza legyena{0, 1, 2, 3,4,5,6, 7, 8,9, 10,
11,12, 13, 14 } halmaz! Adjon tipusspecifikaciot, és készitsen el egy olyan tipust, ami

megfelel a specifikacionak!

10.2. példa:Specifikalja azt a tipust, melynek értékgba127] halmaz részhalmazai,
tipusmiveletei pedig két részhalmaz metszetének és unidjanak képzése, illetve an-
nak megallapitdsa, hogy egy elem eleme-e egy részhalmaznak. Adjon meg egy tipust,
amely megfelel a specifikicionak! (Az elemi értékek halmdgai}, a programokat

elég a programfiiggvényiikkel megadni.)

10.3. példa:Legyen7; = (H, I,,F) egy tipusspecifikacid = {F'}. Legyenekl;
(01,11,S1) €Ty = (02,12,S,) tipusok, melyekreS, = {S1},S, = {S2}, 01
02, [I1] = [I5], €sS> C Si.

Igaz-e, hogy h&; megfelel7,-nek, akkor7s is?
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10. A tipus

10.1. Adjunk tipusspecifikaciét, reprezentaciés fliggvényt, tipust (ami megfelel a
specifikacionak). A lehetséges értékgk:99999]. A miiveletek: a kdvetkerés
az ebz6 100000 szerinti maradékkal. Az elemi értékek a decimalis szamjegyek:
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Mutassa meg, hogy a tipus megfelel a tipusspecifika-
ciénak!

10.2. E={0,1,2},7 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,0},F = {F}.
F ={((a,b,¢),(d,e, ) |Fk €Z: f+k-10 =a+ b}
Készitsen egy olyan tipust, amely megfelel a specifikacionak!
10.3. Legyen7;, = (Hy, L1, F1), Tso = (Ha, Is9,Fo) két tipusspecifikacio!
1. allitas: Minder7 tipusra:7 megfelel7;,-nek< T megfelelZ;,-nek.
2. Allitas:[Is,] = [Is2] ésFy = Fo.
Ekvivalens-e a két allitas?

10.4. Adott a7, = (H, I, F) tipusspecifikacié, tovabba adottaka= (o1, 11,S:),
To = (02, I2,S3) tipusok. Tegyuk fel, hogyl1] = [I2],S1 = S ésp1([11]) =
02([I2]), ésVa € E* : pa(a) C p1(cx), valamintTZ; feleljen megZ;-nek!

Igaz-e, hogyZs is megfelel7,-nek?

10.5. Legyen 7, = (H,I;,F) egy tipusspecifikacioZ; = (o01,11,S1), 72 =
(Q2,127SQ) . Legyen[lg] - [11]781 = SQ éSQl([IID = QQ([IQ]), ésVa € E* :
02(a) = o01(«), valamintT; feleljen megZ;-nek!

Igaz-e, hogyZs is megfelel7,-nek?
10.6. Legyen7s = (T, Is,F) a kdvetked tipusspecifikacio:

IS = Igaz7T2 = No,F == {Fl,FQ}.
Fy specifikacioja:

A= T
X
B= T
:L,/
Q: (=2

R:(3z€Z: b, =82+ 122 €50 < x5 <8)
F; specifikacioja:

A= T x T x L

x Y l
B=T x T
:L,/ y/

Q:(x=2"Ny=1Y)
R:(l=&"=y)hNe=2"Ny=1)
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10.7

10.8.

10.9

10.10.

10.11.

T= (Qal7§)aE = {07172a374757677}7
le] )

Vee E*: ole) = {(T, X (e 817"}
1=1

a)
I(e) = igaz, hale] >1és(e; =0= |e|] =1);
= hamis egyébként

b)
[ igaz, hale| > 1;
I(e) = { hamis egyébként

Ve € E*: Si(e) ={a € (E*)* | |a| =|e| és
Vie [l al]: |ai] =]a| —i+1és
Vi € [2|a|] : Vj € [1|OZ2H Doy = Oéi,1j+1)}

Sy C (E* x E* x L) x (B* x E* x L)**
Ve,de E*: Vlel:

Sa(e,d,1) ={B € (E* x E* x L) x (E* x E* x L)** |
18] = min(Jel, d]) + 1 és
Vi € [2..08]] : Bi = (ee,dd,ll) és
l=(jell.i—1]: ee; =dd;) és
lee| = i — 1 és|dd| — i — 1) és
RS [].Z - 1} : (eei,j = €le|—j+1 édei,j = d\d\—j+1))}

irja le szavakkal azF,, F, feladatot, ap relaciot és azS,, S, programfiig-
gvényét! Megfelel-e a tipus a specifikaciénak az a), illetve a b) esetben?

. Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentacios fuggvényt, absztrakt tipust (ami

megfelel a specifikacibnak)! A tipusértékek: a sikvektorok halmaza, a
mveletek: két vektor 6sszeadésa, valamint annak eldéntése, hogy két vektor
szamszorosa-e egymasnak.

Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentacids fliggvényt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikacionak)! A tipusértékek: a térvektorok halmaza, a miveletek:
két vektor kivonasa, valamint egy vektornak egy szammal val6 szorzasa.

. Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentacios fliggvényt, absztrakt tipust (ami

megfelel a specifikacionak) a komplex szamok tipusara, ahol a miveletek
két komplex szam Osszeaddsa és egy komplex szam képzetes részének
meghatarozéasa.

Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentaciés fuggvényt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikdcionak) a komplex szamok tipusara, ahol a miveletek két
komplex szam dsszeszorzasa és egy komplex szélik (n € N) hatvanyanak
meghatarozasa.

Adjunk tipusspecifikaciét, reprezentacids flggvényt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikacidnak). A tipusértékek a kdrlemezek halmaza, a mliveletek:
egy korlemez eltolasa és annak eldéntése, hogy egy sikbeli pont rajta van-e a
kérlemezen.
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10.12.

10.13.

10.14.

Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentacids fuggvényt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikacionak). A tipusértékek: a gdbmbok halmaza, a miveletek:
egy gomb eltoldsa és annak elddntése, hogy egy térbeli pont benne van-e a
gémbben.

Adjunk tipusspecifikaciét, reprezentacids flggvényt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikacidnak). A tipusértékek: a négyzetek halmaza, a mliveletek:
egy négyzet eltolasa, egy négyzet méretének megvaltoztatasa, egy négyzet
tertletének kiszdmitdsa és annak eldontése, hogy egy sikbeli pont rajta van-e
a négyzeten.

Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentaciés fuggvenyt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikacionak). A tipusértékek: a kockak halmaza, a miiveletek: egy
kocka eltolasa, egy kocka méretének megvaltoztatasa, egy kocka térfogatanak
kiszamitasa és annak eldontése, hogy egy térbeli pont benne van-e a kockaban.
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